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RESUMO

Este trabalho de conclusdao de curso tem como questdo central investigar de que modo
a substitui¢do do postulado das paralelas de Euclides pelo axioma de Lobachevsky altera as
relagdes entre lados e angulos dos tridngulos. Para tanto, elaborou-se um referencial teérico
constituido por uma introdugao histérica e uma compilagdo axiomatica das geometrias neutra
e hiperbdlica, a fim de, posteriormente, aprofundar os conceitos trigonométricos. A pesquisa,
de natureza qualitativa e método axiomatico-dedutivo, foi conduzida em trés etapas: (i) selecao
do material bibliografico; (ii) constru¢ao axiomatica das geometrias e redagao do trabalho; (iii)
comparagao sistematica da trigonometria hiperbdlica com a euclidiana. Entre os principais re-
sultados obtidos, deduzem-se as relagdes trigonométricas hiperbolicas, o Teorema de Pitagoras
Hiperbdlico, a Lei dos Senos Hiperbdlica e as duas versdes da Lei dos Cossenos Hiperbolica.
Demonstra-se que, para triangulos suficientemente pequenos, as formulas hiperbolicas aproxi-
mam-se das euclidianas, evidenciando a Geometria Euclidiana como caso limite local da Geo-
metria Hiperbdlica. Conclui-se, assim, que a substituicdo do postulado das paralelas altera as
relagdes trigonométricas mediante o emprego das fungdes seno hiperbolico, cosseno hiperbdlico
e tangente hiperbdlica, preservando, contudo, a estrutura formal das leis. O trabalho também
aborda a relevancia do estudo das geometrias ndo euclidianas na formagao inicial do professor
de Matematica, ressaltando sua contribui¢do para o desenvolvimento de uma pratica docente

fundamentada.

Palavras-chave: Geometria Hiperbolica; Geometria Euclidiana; Trigonometria Hiperbolica;

Disco de Poincaré; Formagao do Professor de Matematica.



ABSTRACT

This undergraduate thesis investigates how the replacement of Euclid’s parallel postulate
by Lobachevsky’s axiom alters the relationships between sides and angles of triangles. To this
end, a theoretical framework was developed, comprising a historical introduction and an axio-
matic compilation of neutral and hyperbolic geometries, deepening the trigonometric concepts.
The research, qualitative and axiomatic-deductive in nature, followed three stages: bibliographic
selection, axiomatic construction and writing, and systematic comparison between hyperbolic
and Euclidean trigonometry. The main results include the Hyperbolic Pythagorean Theorem, the
Hyperbolic Law of Sines, and the two versions of the Hyperbolic Law of Cosines. It is shown
that for sufficiently small triangles, the hyperbolic formulas approximate the Euclidean ones,
evidencing Euclidean geometry as the local limiting case of hyperbolic geometry. It is conclu-
ded that changing the postulate transforms the trigonometric relations through the use of senh,
cosh, and tanh, while preserving the formal structure of the laws. The work also highlights the

relevance of studying non-Euclidean geometries in the initial training of Mathematics teachers.

Keywords: Hyperbolic Geometry; Euclidean Geometry; Hyperbolic Trigonometry; Poincaré

Disk; Teacher Education.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho de conclusdo de curso constroi um referencial tedrico sobre Trigonome-
tria Hiperbodlica e compara-la com a Euclidiana. A Geometria Hiperbodlica surgiu no século
XIX a partir da substituicdo do quinto postulado de Euclides pelo Postulado das paralelas de
Lobachevsky e produziu novas relagdes entre lados e angulos dos tridngulos. No ambito da
formacao inicial do professor de Matematica, o aprofundamento nos sistemas geométricos, par-
ticularmente nos nao euclidianos, mostra-se importante para o desenvolvimento de uma pratica
docente fundamentada.

Diante desse contexto, a presente pesquisa orienta-se pela seguinte questdo: Como a
substitui¢do do postulado das paralelas de Euclides pelo axioma de Lobachevsky modifica as
relagdes entre lados e angulos dos tridngulos, expressas pelo Teorema de Pitdgoras, pela Lei
dos Senos e pela Lei dos Cossenos? Especificamente, investigam-se as fungdes seno, cosseno
e tangente, bem como a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos, na comparagao entre tridngulos da
Geometria Euclidiana plana e triangulos da Geometria Hiperbdlica.

O estudo evidencia que as relagdes trigonométricas classicas ndo desaparecem na geome-
tria hiperbdlica, mas assumem novas formas expressas por fungoes hiperbodlicas. Além disso,
mostra-se que, em escalas suficientemente pequenas, as formulas hiperbolicas aproximam-se
das formulas euclidianas, revelando a Geometria Euclidiana como um caso limite local.

A escolha por esse problema de pesquisa justifica-se por dois motivos principais. Pri-
meiramente, identifica-se uma lacuna na formacao inicial do professor de Matematica: temas
como Geometria Neutra, Geometria Hiperbolica e modelos métricos alternativos raramente sao
abordados de maneira aprofundada nos curriculos dos cursos de licenciatura, apesar de sua re-
levancia para a compreensdo da estrutura logica da Matematica e das relagcdes entre axiomas,
modelos e teoremas. O estudo comparativo aqui proposto ndo apenas evidencia tais relagdes,
mas também oferece ao futuro docente um repertorio conceitual que amplia sua visdo sobre a
natureza da ciéncia matematica.

Em segundo lugar, a investigagcdo comparativa entre as trigonometrias euclidiana e hi-
perbolica possibilita demonstrar, de forma concreta, como a Matematica se constitui como um

sistema dedutivo aberto: a modifica¢ao de um unico postulado (o das paralelas) gera estruturas
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geométricas distintas, porém igualmente consistentes. Essa compreensdo ¢ fundamental para o
desenvolvimento de uma pratica docente reflexiva e fundamentada.

Do ponto de vista matematico duas questdes emergem naturalmente no estudo da geo-
metria hiperbdlica: (i) como a negagao do postulado das paralelas altera as relagdes trigonomé-
tricas? (i) como os horocirculos se conectam as fungdes hiperbdlicas? Tais questionamentos
motivam parte da analise comparativa deste trabalho, fundamentado principalmente em Agustini
(2022), Batista (2019), Barbosa (1995a) e Barbosa (1995b).

Esta compreensdo mais ampla acerca do tema tem implicagao direta na formagao do-
cente, tendo como objetivo proporcionar o ambiente e as ferramentas para que os futuros pro-
fessores desenvolvam competéncias e, posteriormente, possam auxiliar seus alunos a construir
conhecimento. Para tanto, ¢ imprescindivel que o profissional da educacao se mantenha em
constante atualizagao e aprofundamento em sua area, sendo capaz de oferecer novas perspecti-
vas sobre os contetidos curriculares. Este ¢, precisamente, um dos objetivos previstos no Projeto
Pedagogico de Curso (PPC) da Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de Brasilia —

Campus Estrutural:

Formar professores para os ensinos fundamental, médio e profissional, com am-
plo dominio dos conhecimentos especificos em torno dos quais devera atuar. [...]
Criar e estimular condi¢des e oportunidades que promovam a reflexdo tedrica e
pratica sobre a matematica, fazendo uso de novas tecnologias e compreendendo
sua formagdo profissional como processo continuo, autdnomo e permanente (Ins-

tituto Federal de Brasilia, 2025, p.39).

Assim, este trabalho nao se restringe a uma revisao teorica: pretende construir uma ana-
lise comparativa que evidencie as diferengas estruturais entre as duas geometrias, contribuindo
para o desenvolvimento do pensamento matematico do futuro professor e, por extensdo, para a

qualificacdo do ensino de matematica na educagdo basica.

1.1 Objetivos

Temos como objetivo geral construir um referencial tedrico sobre Trigonometria Hiper-
bolica e a compara com a euclidiana. Para tanto, organizamos os objetivos especificos, que

orientam o desenvolvimento metodologico do trabalho.
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Objetivos Especificos

1. Fundamentar a Geometria Neutra através dos axiomas de Hilbert.

2. Definir a Geometria Hiperbolica e a Geometria Euclidiana.

3. Construir formalmente o modelo do disco de Poincarg.

4. Caracterizar as principais propriedades da Geometria Hiperbolica.

5. Compreender os principais resultados da Trigonometria Hiperbolica.

6. Apresentar um quadro comparativo dos principais resultados das trigonometrias euclidiana

e hiperbolica.

Num primeiro momento, faremos um apanhado historico do estudo da Geometria. O
objetivo dessa parte ¢ ambientar a constru¢cdo da area. Depois, retomaremos brevemente os
conhecimentos basicos de Geometria neutra, a fim de fundamentar as no¢des comuns entre as
geometrias euclidiana e hiperbolica. Neste contexto, apresenta-se o modelo de Poincaré e apro-
funda-se em conhecimentos de geometria hiperbdlica. Em seguida, apresenta-se a Trigonome-
tria Hiperbolica com seus principais resultados acerca das razdes trigonométricas hiperbolicas e
relagdes trigonométricas. Depois, ¢ apresentada uma comparacado entre as duas trigonometrias.

A organizacao deste TCC foi construida por capitulos que apresentam os fundamentos
historicos e conceituais da pesquisa. O Capitulo 3 apresenta os principais marcos historicos
na constru¢ao das geometrias, fundamentando-se em (Castanheira, 2020) e (Barbosa, 1995b).
O Capitulo 4 aborda as Geometrias Neutra e Hiperbolica, expondo os conceitos que as fun-
damentam, bem como a constru¢do do modelo do disco de Poincaré (escolhido para melhor
visualizagdo geométrica no plano euclidiano). Essas teorias dialogam diretamente com (Bar-
bosa, 1995b) e (Andrade, 2013), fontes especificas sobre o tema. Na sequéncia, o Capitulo 5,
Trigonometrias Hiperbolica e Euclidiana, desenvolve os principais resultados da Trigonometria
Hiperbdlica e suas representacdes no modelo do disco de Poincaré. Ainda neste ultimo capi-
tulo, uma se¢do ¢ dedicada a comparagao dos resultados obtidos com a trigonometria cléssica

da Geometria Euclidiana.



2 METODOLOGIA

Este trabalho adota uma abordagem metodoldgica qualitativa, centrada na pesquisa ex-
ploratdria de base bibliografica. Especificamente, o0 método empregado ¢ o axiomatico-dedu-
tivo, uma vez que a investigacao parte de postulados fundamentais (axiomas) para deduzir teo-
remas e propriedades das geometrias euclidiana e hiperbolica.

Este trabalho tem como finalidade analisar e comparar conceitos matematicos teoricos.
Para isso, adota-se uma abordagem de pesquisa basica “pesquisa pura”, conforme definida por
Gil (2022, p.17). Sao comparadas e descritas as diferentes formulagdes da trigonometria nas
geometrias euclidiana e hiperbdlica, a fim de compreender em profundidade o proprio conceito
de trigonometria, bem como o modo como suas leis e relagdes fundamentais se adaptam e se

transformam em diferentes espacos geométricos.
A pesquisa bibliografica ¢ elaborada com base em material ja publicado. Tra-
dicionalmente, essa modalidade de pesquisa inclui ampla variedade de material
impresso, como livros, revistas, jornais, teses, dissertagdes e anais de eventos
cientificos. Todavia, em virtude da disseminacdo das novas tecnologias de co-
municagdo e informagao, passaram a incluir materiais em outros formatos, como
discos, fitas magnéticas, microfilmes, CDs, bem como o material disponibili-

zado pela Internet (Gil, 2022, p.44).

2.1 Uso de IA

A Portaria 2664/2026, de 6 de margo de 2026, denominada “Politica de Integridade na
Atividade Cientifica”, ¢ uma politica de integridade cientifica. Em resumo, segue trés principios
basicos: 1) a pesquisa deve ser eticamente conduzida em todas as etapas; ii) a autoria precisa
ser verdadeira e rastredvel durante toda a producdo; iii) o autor € responsavel por tudo o que

publica.
Art. 9° Sao diretrizes de integridade na pesquisa apoiada pelo CNPq: [...] ¢) de-
clarar o uso de ferramentas de Inteligéncia Artificial Generativa - IAG, de qual-
quer espécie e em qualquer fase do desenvolvimento da pesquisa (concepgao,
redagdo, analise de dados, submissdo) especificando nos respectivos textos e ex-
posicdes eletronicas, a ferramenta utilizada e a finalidade;

Conforme estabelecido no Art. 9°, item (c), cabe destacar que neste Trabalho de Con-

clusdo de Curso (TCC) fez-se uso de ferramentas de inteligéncia artificial, em especifico o Chat
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DeepSeek, restrito exclusivamente a corregdes ortograficas na lingua portuguesa.

2.2 Organizaciao Metodologica

A metodologia ¢ organizada em trés fases, cada uma com fungdes especificas na cons-
tru¢do deste TCC. A primeira fase, de carater exploratério, dedica-se ao contato direto com o
material bibliografico: livros, dissertagdes, teses e artigos relacionados as geometrias estuda-
das. Nos termos de Piovesan (1995), essa ¢ uma “etapa exploratoria inicial” que serve para
mapear ideias, conceitos recorrentes, abordagens histdricas e diferentes interpretagdes sobre as
geometrias nao euclidianas.

Desse modo, a partir de uma pesquisa preliminar, optou-se por trabalhar com artigos,
dissertagoes de mestrado, teses de doutorado e livros. Dentre os materiais selecionados, desta-
cam-se: o trabalho de Barbosa (1995b), que serve como fonte principal por conter os principais
conceitos teoricos de Geometria Hiperbolica; o trabalho de Castanheira (2020), obra indicada
pelo orientador, que reune fatos historicos relevantes; o trabalho de Andrade (2013), identifi-
cado por meio de pesquisas proprias, escolhido por abordar o modelo de Poincaré¢ utilizado ao
longo do trabalho; e o trabalho de Barbosa (1995a), sobre geometria plana, recomendado pelo
Projeto Pedagogico de Curso (PPC) para a disciplina de Geometria I.

Os materiais de apoio, incluindo dissertagdes e fontes oficiais relevantes, foram selecio-
nados com base em trés critérios: relevancia tematica para a Geometria Euclidiana e a Geometria
Hiperbolica, rigor matematico na exposi¢ao dos conceitos e ado¢do de uma abordagem axioma-
tica formal. Dentre os materiais extras destacam-se (Arcari, 2008), (Andrade, 2013) e (Agustini,
2022). Todos estes materiais foram encontrados em sites de pesquisa como Google Académico,
portal de periddicos Capes, além de recomendacdes do orientador.

A segunda fase corresponde a escrita dos capitulos que compdem o referencial tedrico
deste TCC. O Capitulo de Introducao Historica apresenta os principais marcos histéricos na
constru¢do das geometrias, fundamentando-se em (Castanheira, 2020) e (Barbosa, 1995b). O
Capitulo de Referencial Tedrico aborda a Geometria Neutra e Hiperbolica e expde os conceitos
que fundamentam essas geometrias e a constru¢do do modelo do disco de Poincaré, dialogando
diretamente com (Barbosa, 1995b) e (Andrade, 2013), fontes especificas sobre o tema.

A terceira e ultima fase corresponde a escrita do Capitulo de Trigonometria: Trigonome-

trias Hiperbolica e Euclidiana. Nele, sdo apresentados os principais resultados da Trigonometria
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Hiperbolica e suas representacdes no modelo do disco de Poincaré. Ainda neste ultimo capitulo,
uma sec¢ao sera dedicada a comparagao dos resultados obtidos e a discussao acerca das principais
conclusdes.

Embora o foco do trabalho seja de natureza matematica, busca-se, sempre que pertinente,
evidenciar conexodes conceituais para a formacao do professor de Matematica, especialmente no
que diz respeito a compreensdo da Matematica como um sistema axiomatico e a relagdo entre

diferentes modelos geométricos.



3 INTRODUCAO HISTORICA

Neste capitulo, abordam-se questdes historicas que buscam familiarizar o leitor com o
contexto de surgimento das geometrias euclidiana e hiperbdlica, bem como com seu desenvol-
vimento ao longo do tempo. Dentre os materiais de referéncia tomou-se como base as obras de

Castanheira (2020), Barbosa (1995b), Batista (2019) e Ryan (1986).

3.1 A geometria antes de Euclides

A geometria ¢ uma subarea da matemadtica dedicada ao estudo dos espacos e de suas
propriedades. Suas origens remontam a antiguidade, quando as primeiras civilizagdes ja de-
monstravam padrdes geométricos em pinturas. A geometria tal como conhecida hoje, porém,
foi sistematizada no Egito Antigo. Os egipcios registravam conteidos matematicos em papiros.
Segundo Mol (2013), o mais famoso desses documentos ¢ o Papiro de Rhind, que contém 84
problemas geométricos e aritméticos.

A civilizacdo mesopotamica documentava suas informagdes em tabuletas de argila, e
muitas delas contém conteudo matematico, tendo se tornado valiosas fontes para a analise do
estagio do conhecimento matematico dessa civilizacdo. De acordo com Mol (2013), os babil6-
nicos desenvolveram varios conhecimentos de calculo e medida, que se aplicavam, sobretudo,
a problemas de natureza econdmica e comercial.

A Geometria ¢ o ramo da matematica que estuda as formas espaciais, suas estruturas,
relagdes operativas e propriedades por meio de um método axiomatico, logico e dedutivo. Se-
gundo Silva (2015, p.10), “um método axiomatico ¢ um método que demonstra que os resultados
sdo corretos, baseados na veracidade de outros e através de dedugdes logicas”. De acordo com
Meneses (2010), o primeiro registro da sistematiza¢do da matematica surge com Tales de Mileto,
que apresentou dedutivamente conceitos geométricos e as primeiras demonstracdes matemati-

cas. Sdo elas:

* Todo circulo ¢ dividido em duas partes iguais por seu didmetro.
* Os angulos da base de um triangulo isésceles sdo iguais.

* O angulo inscrito em um semicirculo € reto.
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* Quando duas retas se interceptam, os angulos opostos sdo iguais.
* Os lados de triangulos semelhantes sdo proporcionais.

* Dois triangulos s@o congruentes se possuem dois angulos e um lado iguais.

3.2 Geometria Euclidiana

Durante o periodo grego, a matematica dedutiva desenvolveu-se significativamente. Coube
a Euclides a escrita de Os elementos, obra que retine varios livros matematicos de autores con-
temporaneos e antecessores. Embora pareca que toda a geometria da época esteja contida nesse
compéndio, observa-se:

Ao contrario da visdo que muitos tém, a obra ndo traz um apanhado geral da
geometria da época. Muitos resultados geométricos, ja conhecidos, ficaram de
fora, como o estudo das Conicas. Alguns outros incluidos eram aritméticos e

algébricos, ndo geométricos (Batista, 2019, p.4).

Os elementos de Euclides foi utilizado por varios séculos no ensino da matematica, tanto
na Grécia quanto em periodos posteriores, por constituir uma compilagdo dos livros, teoremas
e teorias construidos até entdo. A Geometria Euclidiana ¢ construida pelo método axiomatico,
que consiste em estabelecer uma base de proposi¢des a partir da qual, de forma dedutiva, se
constroem os demais elementos da teoria. Os postulados e teoremas presentes nessa obra podem
ser encontrados em Andrade (2013), Castanheira (2020) e Barbosa (1995b).

Na Geometria Euclidiana classica, distinguem-se duas categorias importantes: as nogoes
comuns e os postulados. As no¢des comuns sdo ideias que devem ser apenas observadas e com-
preendidas. Os postulados (ou axiomas), por sua vez, sao construcoes e definigdes que também
devem ser aceitas, porém sdo mais diretas e especificas. Cabe destacar que Euclides utilizou
algumas leis sem uma axiomatizacao formal, e essas leis foram posteriormente incorporadas e
denominadas como os axiomas de Hilbert, que compdem os principais livros de geometria plana
euclidiana atualmente. Desse modo, apresentam-se a seguir as no¢des comuns e os postulados
presentes na primeira versao da teoria, ou seja, os postulados que constam em Os Elementos.

Nocoes Comuns
a) Coisas que sdo iguais a uma mesma coisa sao também iguais.

b) Se iguais sao adicionados a iguais, os totais sdo iguais.
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¢) Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.
d) Coisas que coincidem uma com a outra, sdo iguais.
e) O todo ¢ maior do que qualquer uma de suas partes.
Postulados
I. Pode-se tracar um a (unica) reta ligando quaisquer dois pontos.

II. Pode-se continuar (de uma unica maneira) qualquer reta finita continuamente em uma reta.

III. Pode-se tragar um circulo com qualquer centro € com qualquer raio.

IV. Todos os angulos retos sao iguais.

V. E verdade que, se uma reta ao cortar duas outras, forma angulos internos, no mesmo lado,
entdo as duas retas, se continuadas, encontrar-se-a3o no lado onde estdo os angulos cuja

soma ¢ menor do que dois angulos retos.

3.3 Quinto postulado

O quinto postulado da Geometria Euclidiana ¢ o que mais se diferencia dentre os cinco
primeiros. Isso se deve ao fato de que ele viria a ser uma proposicao em Os Elementos — mais
especificamente, a vigésima nona proposicao. No entanto, como era uma afirmagdo sem de-
monstra¢ao, foi colocado como axioma. Observa-se esse fato ao notar que este axioma sé € uti-
lizado a partir da 29* proposic¢ao, sendo as outras 28 proposi¢des anteriores validas em qualquer
geometria (Batista, 2019). O estudo da geometria sem levar em consideragdo o quinto postulado
denomina-se Geometria Neutra, tema que serd abordado com precisdo posteriormente.

Uma das tentativas de demonstrar o quinto postulado mais famosas foi a do matematico
Girolamo Saccheri (1667-1733), que desejava provar o quinto postulado a partir dos quatro
primeiros, utilizando uma técnica de reducao ao absurdo. Sua abordagem chegou a demonstrar
resultados importantes do que viria a ser chamada de Geometria Hiperbdlica. Outro matematico
que propds uma tentativa de demonstracao foi o alemao Johann Heinrich Lambert (1728-1777).
Ele foi o primeiro a apresentar o teorema segundo o qual a area A de um tridngulo depende

unicamente de seus angulos @, S € y e de uma constante k:
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A=k(r—a-B-vy), k>0 3.1

Lambert também afirmou, em algumas ocasides, que uma geometria sem quadrados so
seria possivel em uma superficie cuja curvatura fosse igual a —1 (ou seja superficies hiperbo-
licas) um conceito que sé seria formalmente definido cerca de um século depois, por Gauss.
A ideia de uma geometria ndo euclidiana colocava os matematicos em confronto com a filoso-
fia de Kant!, que havia sido assimilada pela Igreja Romana e considerada quase como dogma.
Segundo (Barbosa, 1995b), nesse periodo, muitos viviam sob a influéncia da Inquisi¢do, que
perseguia aqueles cujos conhecimentos contrariavam a doutrina oficial.

A despeito disso, matematicos como Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Farkas
Bolyai (1775-1856) e Janos Bolyai (1802-1860) ndo sdo tradicionalmente reconhecidos como
os fundadores da Geometria Hiperbdlica, sendo esse mérito atribuido ao matematico Nikolai
Ivanovich Lobachevsky (1793-1856), um matematico russo que publicou em seu proprio pais.
No entanto, sua pesquisa ndo ganhou fama nem nacional nem internacionalmente. Isso fez com
que Lobachevsky publicasse, em alemao, traducdes e novos resultados e, pouco antes de sua
morte, uma versao em frances, na esperanga de ser reconhecido.

Carl Friedrich Gauss foi um dos primeiros matematicos a vislumbrar a possibilidade de
geometrias ndo euclidianas, embora ndo tenha publicado seus resultados. A ele se atribui a forma
local do teorema de Gauss-Bonnet, que relaciona a soma dos angulos internos de um triangulo

geodésico com a curvatura da superficie:

a/+ﬁ+y:7r+//K,dA, (3.2)
A

onde a, 3, y sdo os angulos internos do tridangulo geodésico A € K ¢ a curvatura gaussiana
da superficie X.

Geodésica ¢ um conceito abstrato que denota a curva que minimiza a distancia entre dois
pontos. A partir da equagdo de Gauss para a soma dos angulos de um tridngulo, percebe-se que,
quanto menor a curvatura da superficie, mais proxima de 7 estard a soma dos angulos internos.

Considerando a equacao 3.2, é natural analisar as situagdes em que a curvatura K do

"Nagquele periodo, a Igreja Catélica incorporou conhecimentos de diversas 4reas, incluindo a matemética. Caso
tais conhecimentos contrariassem os principios da Igreja, eram destruidos e seus autores perseguidos. Entre os
conhecimentos tomados como dogmas estava parte da filosofia de Kant.
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espaco ¢ constante. Nesses casos, a integral da curvatura sobre a area do triangulo se reduz ao

produto K - A, resultando em:

K-A=(a+B+7y)—mn, (3.3)

onde K ¢ constante ¢ A ¢ a area do triangulo.

de onde concluimos que,

1. K=0= a+ B+ vy =nr,(Geometria Euclidiana).
2. K>0= a+ p+vy>n, (Geometria Esférica)

3. K<0= a+ B +vy < nr, (Geometria Hiperbolica)

O matematico Georg Friedrich Riemann (1826—1866) revolucionou a geometria ao am-
pliar o conceito de espaco para além da geometria euclidiana. Orientado por Gauss durante o
doutorado, introduziu o conceito de superficies de Riemann e langou as bases da geometria de
multiplas dimensdes, conhecida como Geometria Riemanniana. Esses estudos deram origem a
importantes desenvolvimentos da Geometria Diferencial, cuja formulagdo depende diretamente
das ferramentas do calculo. Anos mais tarde, a Geometria Riemanniana tornou-se o fundamento
matematico da Teoria da Relatividade Geral de Einstein. Assim, o surgimento das geometrias
nao euclidianas, entre elas a Geometria Hiperbdlica, ¢ importante tanto por seu impacto concei-
tual quanto por suas aplicagdes cientificas.

Em todas estas trés geometrias existem relagdes trigonométricas, sendo essas caracteris-
ticas fundamentais nas geometrias como um todo. A trigonometria, em seu conceito mais fun-
damental, ¢ compreendida como o estudo das relagdes entre angulos e lados de um triangulo.
Assim, ¢ enriquecedor o estudo especifico da Geometria Hiperbdlica e de suas caracteristicas
por meio de uma revisao bibliografica acerca do tema.

Dessa forma, a Geometria Neutra reveste-se de importancia histérica e académica para
o professor de matematica, uma vez que sera apresentada no capitulo seguinte com o objetivo

de fundamentar os conceitos comuns as geometrias euclidiana e hiperbolica.



4 REFERENCIAL TEORICO

Este capitulo aborda os conceitos fundamentais da Geometria Neutra e da Geometria Hi-
perbolica, com énfase nas proposicdes e construcdes relevantes para as relagdes trigonométricas,
foco central deste trabalho. Os resultados apresentados neste capitulo podem ser encontrados

nos materiais de (Barbosa, 1995b), (Andrade, 2013), (Arcari, 2008) e (Agustini, 2022)

4.1 Geometria Neutra

Como mencionado anteriormente, o matematico Johann Bolyai buscou demonstrar o
quinto postulado a partir dos quatro primeiros axiomas. No entanto, aquilo que impressionava
Bolyai eram as proposi¢des que nao dependiam do quinto postulado, estas formam a Geome-
tria Absoluta (Geometria Neutra) (Barbosa, 1995b). A Geometria Neutra surgiu a partir dessa
concepcao, sendo definida por Placido Andrade como aquela comum as geometrias euclidiana e
hiperbolica, bem como qualquer outra que tenha como fundamento somente os quatro primeiros
axiomas de Euclides. Em termos dos axiomas de Hilbert, a Geometria Neutra ¢ qualquer teoria
que dispensa o axioma das paralelas, assim como ¢ destacado em (Andrade, 2013).

Por varios séculos, Os Elementos foi a principal fonte de transmissdo do conhecimento
matematico. Conforme apresentado anteriormente, houve diversas tentativas de demonstrar o
quinto postulado, e uma das mais notorias foi a de Johann Bolyai. A geometria absoluta, como
ele a denominava, tinha como pilar os quatro primeiros postulados, sem levar em consideragao
o postulado das paralelas.

Embora a tentativa de Bolyai tenha resultado na redescoberta de conceitos ja formulados
por Gauss e Lobachevsky, ela ainda é de grande importancia para a fundamentagdo teorica deste
trabalho.

Apresentam-se, a seguir, 0s conceitos basicos da Geometria Neutra: os quatro primeiros

postulados e as proposi¢des deles decorrentes. Conforme Barbosa (1995b):

I. Pode-se tragar um a (Unica) reta ligando quaisquer dois pontos.
II. Pode-se continuar (de uma unica maneira) qualquer reta finita continuamente em uma reta.

III. Pode-se tragar um circulo com qualquer centro € com qualquer raio.
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IV. Todos os angulos retos sao iguais.

O matematico alemao David Hilbert (1862-1943) reformulou o conjunto de axiomas da
geometria que ¢ utilizado atualmente, pois esse sistema preenche as lacunas identificadas ao
longo do tempo. A estrutura axiomadtica de Hilbert estd organizada em quatro grupos principais:
os Axiomas de Incidéncia, os Axiomas de Ordem, os Axiomas de Congruéncia e os Axiomas de
Continuidade.

Uma vez que a axiomatizacao de Hilbert é referéncia para as obras modernas de geome-
tria plana, apresentam-se a seguir os primeiros axiomas, conforme constam no artigo de Silva

(2015) e na obra de Andrade (2013).

Axiomas de incidéncia Na axiomatica de Hilbert, o termo “incidéncia” denota a relagdo entre
elementos de naturezas distintas. Trata-se, especificamente, da relagdo entre pontos e retas,

conceitos fundamentais da Geometria Euclidiana.
Axioma 4.1.1. Para quaisquer pontos distintos existe uma unica reta que os contém.
Axioma 4.1.2. Qualquer reta contém pelo menos dois pontos distintos.

Axioma 4.1.3. Existem pelo menos trés pontos distintos com a propriedade de que ndo sdo

todos os trés “‘incidentes”’ com uma mesma reta.

Axiomas de ordem

Axioma 4.1.4. Se um ponto B esta entre dois outros pontos A e C, entdo, A, B e C sdo trés

pontos distintos de uma reta e B esta entre A e C.

Axioma 4.1.5. Dados dois pontos distintos B e D, existem pontos A, C e E tais que:
e Bestaentre AeC;
e Cestaentre Be D;
* Destientre CeE;

Axioma 4.1.6. Dados trés pontos distintos de uma reta, apenas um deles localiza-se entre outros

dois.



26

Axioma 4.1.7 (Axioma de Pasch). Sejam A, B e C trés pontos que ndo estdo sobre uma mesma
reta e seja | uma reta do plano que ndo contém algum dos trés pontos, entdo, se | intersepta o

segmento AB, ela, também intersepta o segmento AC ou o segmento BC.

Axiomas de congruéncia

Axioma 4.1.8. Se A e B sdo pontos distintos e se A’ é qualquer ponto, entdo, para toda semirreta

r com origem em A’ existe um unico ponto B’ em r tal que B’ #+ A’ e AB = A’B’.

Axioma 4.1.9. Se um segmento A’B’ e outro segmento A”B” sdo congruentes a um segmento

AB entdo os segmentos A’B’ e A”B” sdo congruentes entre si.
Axioma 4.1.10. Se A« B« C, A« B «C’, AB= A'B" e BC = B'C’, entdo AC = A’C".

Axioma 4.1.11. Se B é um dngulo e se B'C’ é um raio, entdo existe exatamente um raio A’ B’

em cada lado de B'C’ tal que B’ = B. Além disso, cada dngulo é congruente a si mesmo.

Axioma 4.1.12. Se para dois tridngulos ABC e A’B’'C’ as congruéncias AB = A’B’, AC = A’C’

e A = A’ sdo vdlidas entdo as congruéncias B = B’ C = C’ sdo satisfeitas.

O Axioma 4.1.8 também ¢ conhecido por Axioma do transporte de segmentos enquanto
o Axioma4.1.11 trata sobre o transporte de angulos, ¢ valido destacar ainda que o Axioma 4.1.10

¢ denotado como o Axioma da aditividade de segmentos.

Axiomas de continuidade

Axioma 4.1.13 (Axioma de Arquimedes). Sejam CD um segmento qualquer, A um ponto, e r
uma semirreta com inicio em A. Entdo, para cada ponto B # A em r existe um numero n tal
que quando CD é colocado n vezes em r a partir de A, um ponto E é obtido de tal forma que

n~C_DEEe, ouB =F ouBestaentre AekFE.

Axioma 4.1.14 (Axioma da Completude da Reta (ou Axioma de Cantor)). Se A,B,, n € N, é
uma colegdo de segmentos encaixados, entdo existe pelo menos um ponto P pertencente a todos

os segmentos da colegdo.

Estes axiomas fundamentam o presente trabalho, uma vez que as conclusdes obtidas
no ambito da Geometria Neutra sdo validas também para as demais geometrias. As demais

proposigdes encontram-se no Apéndice A.
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Ao admitir o postulado das paralelas como verdadeiro, surge a classica Geometria Eucli-
diana Plana. Ao negé-lo, surgem duas possibilidades. A primeira considera que, dada uma reta,
ndo existem retas paralelas a ela. Essa teoria ¢ denominada Geometria Eliptica, e seus trian-
gulos sao chamados de tridngulos esféricos. A segunda possibilidade considera que, dada uma
reta e um ponto, ha pelo menos duas retas paralelas a reta dada. Essa teoria ¢ o enfoque deste
trabalho e denomina-se Geometria Hiperbolica, e seus tridngulos sdo chamados de tridngulos

hiperbdlicos.

4.2 Geometria Hiperbdlica

Assim como foi mencionado, as geometrias ndo euclidianas surgem da tentativa de es-
tabelecer uma estrutura minimal com os quatro primeiros axiomas. A primeira tentativa de
demonstrar a conjectura que viria a ser o quinto postulado na Geometria Euclidiana partiu de
Ptolomeu, contemporaneo de Euclides. No entanto, Ptolomeu assumiu que o paralelismo acar-
reta a semelhanga de duas figuras, premissa que ¢ valida somente na Geometria Euclidiana
(Batista, 2019). Segundo Andrade (2013), a mais importante tentativa de demonstragdo foi a
do italiano Giovanni Girolamo Saccheri, cuja abordagem foi por reducio ao absurdo, supondo
que ndo existiam retangulos. Apesar de provar, sem erros logicos, propriedades da Geometria
Hiperbdlica, ele nunca acreditou na existéncia de outra geometria além da euclidiana. Desse
modo a Geometria Hiperbolica ¢ definida como aquela em que sdo aceitos os quatro primei-
ros postulados ou os equivalentes axiomas de Hilbert mais o quinto postulado caracteristico da

Geometria Hiperbodlica.

4.2.1 Modelo de Poincaré

Esta subse¢do apresenta ao leitor o modelo do disco de Poincaré com o proposito de
oferecer melhores representacdes graficas ao longo do trabalho. Segundo Arcari (2008, p.41),
um modelo para um sistema axiomatico ¢ um ambiente no qual se representam (ou interpretam)
0s conceitos primitivos, tornando os axiomas afirmagdes aceitas como verdadeiras. A base desse
modelo ¢ um disco euclidiano D de raio 1, cujo interior € denotado por H. Utilizando os axiomas
de Hilbert e teoremas da Geometria Euclidiana, constroi-se o modelo. Partindo de uma nogao

intuitiva, apresentamos o que segue.
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1) Pontos: os pontos hiperbdlicos sdo os pontos de H.

i1) Retas: as retas hiperbolicas sdo as interse¢des de H com um didmetro de D ou com um cir-
culo perpendicular ao bordo de D (dois circulos sdo perpendiculares quando se intersectam

e suas tangentes nos pontos de interse¢ao formam angulos retos), veja a Figura 1.

ii1) Plano: o plano hiperbolico € o interior do disco D, denotado por H, ou seja, os pontos de

D excluido o bordo.

Figura 1 — Exemplos de retas hiperbdlicas no disco de Poincaré: diametros e arcos de circulo ortogonais ao bordo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observacao 4.2.1. Prova-se que a interseg¢do nao vazia, em D, de dois arcos de circulos distin-
tos ortogonais ao bordo de D ocorre em um unico ponto. Analogamente, a interse¢do ndo vazia
entre um arco de circulo ortogonal ao bordo de D e um diametro de D, ou entre dois didmetros

de D, também ocorre em um tinico ponto.

Proposicao 4.2.1. Dados os pontos nao colineares A, B, O (onde O é o centro de D), existe um
unico circulo euclidiano ¢ que passa por A e B e intersecta o bordo de D ortogonalmente (veja

a Figura 2).
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Figura 2 — Construgdo da tinica reta hiperbolica (arco de circulo ortogonal) passando por dois pontos ndo colineares
com o centro.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Proposicao 4.2.2. Se os pontos A, B e O sdo colineares, entdo existe uma unica reta euclidiana

r passando por eles e ortogonal ao bordo de D (veja a Figura 3).

Figura 3 — Reta hiperbdlica como didmetro quando os pontos s@o colineares com o centro do disco.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Note que estas nogdes das proposi¢des anteriores sdo, por defini¢do, equivalentes ao
Axioma 4.1.1. Além disso, segundo Barbosa (1995b, p. 147), a interse¢ao em H de circulos
e/ou retas distintos(as) como as acima ocorre em um unico ponto de H. Facamos as seguintes
interpretacdes em H:

Ainda ¢ valido destacar que as nogdes hiperbdlicas de “estar em” (ponto pertencente a

uma reta) e “estar entre” (ponto entre dois outros) correspondem as mesmas nog¢des no plano
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euclidiano.

Figura 4 — Medida de angulo hiperbélico como angulo entre as retas tangentes euclidianas no ponto de interseg@o.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definimos o angulo hiperbélico entre duas semirretas hiperbolicas de mesma origem
como sendo o angulo (euclidiano) entre suas tangentes (euclidianas) no ponto de interse¢ao
(Figura4). Assim, a medida de angulo ¢ feita exatamente como no sentido euclidiano e, portanto,

obedece aos axiomas relativos a tais medigoes.

Defini¢ao 4.2.1. Dado um segmento hiperbolico AB (Figura 5), sejam A’ e B" as extremida-
des da reta hiperbolica que contém AB. A distdncia hiperbdlica dp(A, B) (ou comprimento
hiperbdlico de AB) é definida por:

(4.1)

A’B - BA’
dD(A,B):ln( ),

A’A - BB’
onde AB’, BA’, AA’ e BB’ sdo os comprimentos euclidianos correspondentes. O loga-

ritmando é a razdo cruzada, sempre maior que 1 (igualdade apenas quando A = B), donde

dp(A,B) > 0.
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Figura 5 — Célculo da distancia hiperbolica via razdo cruzada dos comprimentos euclidianos na reta que passa por
AeB.

Fonte: Agustini (2022, p.52).

Observacao 4.2.2. Com a defini¢do de distancia em D, a reta hiperbodlica tem comprimento
infinito: quando A tende a A’ ou B tende a B', dp(A,B) — oo. O segmento hiperbolico
entre A e B é a curva em D de menor comprimento hiperbolico ligando esses pontos. As retas
hiperbolicas definidas anteriormente satisfazem essa condi¢do de minimalidade.

Em estudos avangados, tais retas sdo chamadas de “geodésicas”, e os segmentos, de
“segmentos geodesicos”. O termo remete aos circulos maximos da superficie terrestre, que
cumprem a mesma condigdo de minimalidade com a métrica euclidiana.

A métrica esta intimamente relacionada a forma da geodésica. Dada uma métrica, de-
duz-se o formato das geodésicas, o inverso (deduzir a métrica a partir das geodésicas) é geral-

mente mais dificil.

O disco de Poincaré definido anteriormente ¢ um modelo para o sistema axiomatico
da Geometria Hiperbolica Plana, no qual o Axioma das Paralelas de Hilbert ¢ substituido pelo

Axioma 4.2.1.

4.2.2 Quinto postulado na Geometria Hiperbdlica

O axioma das paralelas caracteristico da Geometria Hiperbodlica assume a existéncia de
pelo menos duas retas paralelas a uma reta dada. Com isso, apresentamos a construcao dessa

geometria. A seguir, examinamos o quinto axioma caracteristico da Geometria Hiperbolica.
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Axioma 4.2.1 (Axioma V - Geometria Hiperbolica). Por um ponto exterior a uma reta, passam

pelo menos duas retas paralelas a reta dada.

Figura 6 — Retas limitrofes m e m’ passando por um ponto P exterior a uma reta n, definindo as dire¢des de
paralelismo.

O
=

Fonte: Elaborado pelo autor.

Proposiciao 4.2.3 (Geometria Hiperbdlica). Dados uma reta n e um ponto P fora desta reta,
existem exatamente duas retas m e m’ que passam pelo ponto P e que separam o conjunto das

retas que interceptam n do conjunto das que ndo interceptam n.

Figura 7 — Demonstragdo da existéncia de infinitas paralelas por um ponto exterior a uma reta.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Baixe a perpendicular do ponto P a reta n e designe por Q o pé desta perpendicular
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(Figura 7). Em seguida, trace a reta passando por P e perpendicular ao segmento PQ, a qual
sabemos que ndo intercepta a reta n.

Escolha dois pontos E e F sobre esta reta, de modo que P pertenga ao segmento EF.
Considere o tridngulo EFQ. Como o ponto P pertence ao lado EF, todas as retas que passam
por P, com excegdo da reta que passa por E e F, sdo retas que cortam o segmento EF em um
ponto, € que, consequentemente, cortam também o segmento @ ou 0 segmento ﬁ Vamos
nos restringir, inicialmente, as que cortam o segmento EQ. Observe que, neste segmento, cada
ponto representa uma das retas que passa por P.

Estes pontos podem ser separados em duas classes, a dos que representam retas que nao
interceptam n, e que chamaremos de N, e a dos que representam retas que interceptam n, e que
chamaremos de M. E claro que NN M ¢ vazio, que E € N e que Q € M. Além disto, se A € M,
entdo, QA C M. Para ver que isto ocorre, seja A’ o ponto de n onde a reta que passa por P e
A intercepta n; observe que qualquer reta que penetre no tridngulo PQA’ pelo vértice P deve
cortar o lado @ Da mesma forma, se B € N, entdo, EB C N. Aqui o raciocinio € 0 mesmo
que ja utilizamos para garantir a existéncia de infinitas retas que ndo interceptam a reta n.

Pelo Axioma da Completude (Cantor), aplicado a reta EQ, existe um tnico ponto S € EQ
que separa os conjuntos M e N. Mostremos que S ¢ M.

Suponha, por absurdo, que S € M. Entdo a reta PS intercepta n em um ponto S’. Tome
um ponto 7 na semirreta Q5’ tal que Q =S+ T (isto ¢, S esta entre Q e T'). Por construgao, a reta
PT intercepta EQ em um ponto U com Q * S * U (pois T esta além de S”). Mas isso colocaria
U € M a direita de S, contradizendo o fato de que S € o ponto de separagdo (todos os pontos a
direita de S em EQ deveriam pertencer a N). Logo, S ¢ M; portanto S € N.

O mesmo raciocinio pode agora ser repetido com o segmento Q F, obtendo-se outro ponto
de separacao daquele lado. Estes dois pontos correspondem a retas que separam todas as retas
que passam pelo ponto P em duas categorias as que interceptam » € as que nao interceptam n.

Além disto, estas duas retas nao interceptam n.
|

A proposicao acima ¢ uma das mais importantes para a geometria hiperboélica, pois define
dois conjuntos: o das retas paralelas e o das retas ndo paralelas a uma reta dada. Assim, apresenta

a existéncia de duas retas, que denotaremos por m e m’. Estas duas retas serdo utilizadas ao
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longo deste texto. Dada uma reta r e um ponto P, pela Proposigao 4.2.3 existem m ¢ m’ tais que

qualquer ponto no semiplano comum a m e m’ ¢ o ponto P formam uma infinidade de paralelas.

Defini¢ao 4.2.2 (Retas Limitrofes). Chamaremos as retas m e m’ de retas limitrofes.

Figura 8 — Retas limitrofes m e m’ de retas limitrofes.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para qualquer ponto no semiplano comum a essas retas, P e esse ponto determinam uma

infinidade de retas paralelas (Figura 8).

Proposicao 4.2.4. As retas limitrofes paralelas a n por P formam dngulos iguais com a perpen-

dicular de P a n. Tal angulo é agudo.

Dem.: Como anteriormente, seja PQ o segmento perpendicular a n tragado a partir de P (Figura
9). Sejam a; e as os dois angulos referidos. Suponha que @1 < @2. No lado em que est4 o angulo
s, trace uma reta passando por P que forme 4ngulo @ com PQ. Pela escolha das paralelas, tal
reta cortara n em um ponto, chamado Ry. Seja Ry um ponto na reta n tal que Q seja o ponto médio

de RiR>. Entdo os tridangulos PQR; € PO R5 sao congruentes. Consequentemente, Q PR, = a;,

o que ¢ absurdo.
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Figura 9 — Retas limitrofes que formam angulos agudos com a perpendicular.

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2.3 Pontos ideais e propriedades dos tridngulos generalizados

Na Geometria Hiperbolica, um ponto ideal ¢ um conceito de ponto no infinito. Segundo
Barbosa (1995b), sua introdugdo consiste em adicionar infinitos a reta, de modo que tenhamos
—oo antes e +oo depois de todos os pontos da reta. Esses novos pontos sao denominados pontos
ideais, enquanto os demais sdo chamados de pontos ordinarios. Como consequéncia, duas retas
sdo paralelas se possuem em comum um ponto ideal na dire¢io do paralelismo. E vélido destacar
que a reta hiperbolica pode apresentar-se como orientada ou ndo orientado a depender do que €
estudado.

A seguir, apresenta-se a definicdo conforme Batista (2019):

Definicdo 4.2.3 (Pontos Ideais). Os pontos ideais sdo os dois pontos localizados um antes e
outro depois de todos os pontos de cada reta no plano, representados por letras maiusculas

gregas.

Esta nocao de pontos ideais e pontos ordindrios tem como objetivo simplificar os enun-
ciados a partir de agora. Na Figura 10, ¢ possivel visualizar melhor a forma de um ponto ideal.
Nesta discussdo, merecem destaque os tridngulos generalizados, os quais podem ser
constituidos tanto por pontos ordinarios quanto por pontos ideais. Nesse ambito, as proposi-
coes que se seguem sao equivalentes ao Axioma de Pasch quando aplicado aos vértices de um

triangulo generalizado.
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Figura 10 — Representacdo dos pontos ideais como extremidades no infinito de uma reta hiperbolica.

Q3

Fonte: Arcari (2008, p.58).

Proposicao 4.2.5. Se uma reta penetra em um triangulo generalizado ABQ por um de seus

veértices, entdo, ela corta o lado oposto a este vértice.

Figura 11 — Tridngulo ideal com vértices A, B (ordinarios) e Q (ideal).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Se a reta penetra por A, ou por B, entdo, deve interceptar o lado oposto (Figura 11).
Isto ocorre simplesmente porque as retas AQ e BQ sdo paralelas. Considere, pois, uma reta que
vem do ponto Q e passa em algum ponto P interior ao tridngulo. Pelo paralelismo, a semirreta

AP intercepta BQ em um ponto Q. Pelo axioma de Pasch, a reta que vem de Q e passa por P
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deve interceptar um dos outros dois lados do tridngulo ABQ. Nio pode interceptar BQ, pois do

contrario, coincidiria com o lado BQ. Logo, intercepta AB.
[ |

Proposi¢ao 4.2.6. Se uma reta corta um dos lados do triangulo generalizado ABS, e ndo passa

por nenhum de seus vértices, entdo intercepta um, e somente um, dos outros dois lados.

Dem.: Se a reta intercepta AQ ou BQ, o resultado se segue do paralelismo e do axioma de
Pasch. Se ela intercepta AB em um ponto R, o leitor deve tragar RQ, reduzindo a prova ao

teorema anterior.
[ |

O teorema do angulo externo possui também uma versao aplicada a tridngulos generali-

zados. A seguir, apresenta-se sua construcao e demonstracao.

Teorema 4.2.1 (Teorema do Angulo externo). Em um tridngulo generalizado ABQ, qualquer

angulo externo é sempre maior que o angulo interno a ele ndo adjacente.

Figura 12 — Teorema do angulo externo em um tridngulo generalizado: o dngulo externo ¢ maior que o angulo
interno ndo adjacente.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Dado o triangulo generalizado ABC (Figura 12), seja C um ponto na semirreta S4p,

fora do segmento AB. Temos que CBO é um angulo externo do tridngulo. Desejamos provar

que CBQ > BAQ. Para isso, trace, a partir de B, um segmento BD, tal que CBD = BAQ.
Como decorréncia dos quatro primeiros postulados, a reta que passa por B ¢ D nao inter-

cepta AQ. Consequentemente, o ponto D ndo pode estar na regiao interior ao triangulo A BQ. Se
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D ficar fora do triangulo, como na figura anterior, o resultado fica demonstrado. Resta, portanto,
excluir a possibilidade de que D esteja sobre BQ.

Suponha que isso ocorra. Seja M o ponto médio de AB. Baixe uma perpendicular de M
até um ponto N € BQ. Na reta que passa por A ¢ Q, marque um ponto L de modo que LA = BN
e que L e N estejam em lados opostos em relacao a reta AB. Pelo primeiro caso de congruéncia

de tridangulos (ordinarios), o caso LAL,
ALAM = ANBM. (4.2)

Segue-se facilmente que L, M e N sdo colineares e, consequentemente, LN ¢ uma perpendicular

comum a LQ e NQ. Mas isso contradiz a Proposigdo 4.2.4.
|

A congruéncia de tridngulos ¢ um tema amplamente abordado na educagao basica. Os
principais casos de congruéncia (LAL, ALA, LLL, AAL) encontram-se no Apéndice A, referente
a Geometria Neutra.

A seguir, apresentam-se as congruéncias entre tridngulos generalizados.

Proposi¢io 4.2.7 (Congruéncia de Tridngulos Ideais Lado-Angulo (LA)). Se AB = A'B’ ¢
m = m’, entdo, @ = /ﬁsw\sz'.

Figura 13 — Congruéncia lado-angulo (LA) para tridngulos ideais.

Bl

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Devemos mostrar que ABQ = AB'QY (Figura 13). Vamos supor que este ndo seja o

caso. Sem perda de generalidade, podemos supor que ABQ > AB'QY.
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Tome, pois, uma semi-reta Spc tal que A/B\C = fﬁ“\Q’. Esta semi-reta penetra no angulo
ABQ. Logo, pelo Teorema 7, ela corta o lado AQ em um ponto D. Tome o ponto D’ em A’QY’,
de sorte que A’D’ = AD. Segue-se de nossas hipoteses que ABD = AB'D'.
Consequentemente,

A'B'D’ = ABD = A'B'QY, (4.3)

Proposicio 4.2.8 (Congruéncia de Triangulos Angulo-Angulo(AA)). Se ABQ = ABQ e
BAQ = m’, entdo, ABQ = ILWSW\Q’.

Figura 14 — Congruéncia angulo-angulo (AA) para triangulos ideais.

A Al

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Devemos provar que AB = A’B’ (Figura 14). Vamos supor que este no seja o caso. Sem
perda de generalidade, podemos supor que AB > A’B’. Seja C um ponto de AB tal que AC =
A’B’. Considere a reta CQ. Pelo primeiro caso de congruéncia de tridngulos generalizados,
teremos que ACQ = ABQY. Portanto, ACQ = A/B'QY. Como este Giltimo ¢, por hipotese,
igual a @, entdo o triangulo C BQ possui um angulo externo igual a um angulo interno nao

adjacente, o que contradiz o Teorema 4.2.1.
[

Proposiciio 4.2.9 (Congruéncia de Tridngulos Ideais Angulo-Lado-Angulo (ALA)). Se AB =
A'B, A/B?E = m e A’/BE’ = m’, entdo, A/B?! = m/.
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Figura 15 — Congruéncia angulo-lado-angulo (ALA) para triangulos ideais.

A A '
D E

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: E suficiente provar que ABQ = AB'QY (Figura 15). Vamos supor que este ndo seja
o caso. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que ABQ > ABQY. Construa, entao,
angulos ABCe BA/\D, iguais entre si e iguais a AB'QY. Pela Proposigdo 4.2.5 e pelo Axioma de
Pasch, concluimos que as semirretas S4p € Spc se interceptam em um ponto E, no interior do
triangulo ABQ.

Marque, no lado A’QY, um ponto E’ tal que A’E’ = AE. Segue-se que os tridngulos

ABE e A’B’E’ sao congruentes. Mas, entdo, teremos A'B'E’ = ABE . Como este ultimo ¢ igual

a A’B’QY, o ponto E’ deve pertencer a B’Q’, o que ¢é absurdo.

4.2.4 Quadrildteros especiais

Outro conceito importante € o de quadrilateros hiperbolicos, que surgiram das tentativas
de demonstrar o quinto postulado. Sdo eles os quadrilateros de Saccheri e os de Lambert. A
seguir, apresentam-se suas caracteristicas e algumas proposicoes.

Em um Quadrilatero de Saccheri, o lado comum aos dois angulos retos ¢ denominado
base. O lado oposto a base ¢ chamado de topo. Os outros dois lados recebem o nome de lados do
quadrilatero. Por sua vez, os dois angulos ndo retos, que se localizam no topo, sdo denominados

angulos nao retos ou angulos do topo.

Definicao 4.2.4 (Quadrilatero de Saccheri). Os Quadrilateros de Saccheri sdo definidos como
os quadrilateros ABCD que satisfazem AB = CD e possuem dangulos retos em ABC e BCD.

Nessa configuragdo, o lado comum aos dois angulos retos denomina-se base; o lado oposto a
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Figura 16 — Quadrilatero de Saccheri: base AB, topo DC, lados AD e BC, angulos do topoem D e C

Fonte: Elaborado pelo autor.

base é o topo, os demais segmentos sao denominados lados; os dois angulos ndo retos recebem

o nome de angulos do topo.

Proposicao 4.2.10. A reta ligando os pontos médios da base e do topo de um quadrilatero de

Saccheri é perpendicular ao topo e a base,; os angulos do topo sdo congruentes.

Dem.: Seja AB a base do quadrilatero de Saccheri DABC (Figura 16). Sejam M e H os
pontos médios da base e do topo respectivamente. E facil provar que ADAM = ACBM, e que,
em consequéncia, DMH = CMH. Segue-se dai que MH ¢ perpendicular a DC e, somando
angulos em M, que M H ¢ também perpendicular a AB. Somando 4ngulos em D e C, obtemos

a igualdade dos angulos do topo.
[ |

Corolario 4.2.1. As retas que contém a base e o topo de um quadrilatero de Saccheri ndo se

interceptam.

A demonstragdo deste corolario ¢ uma aplicagdo direta da defini¢do de quadrilatero de

Saccheri e do Teorema do Angulo Externo, sendo valida em toda Geometria Neutra.

Proposicao 4.2.11. Os dngulos do topo de um quadrildtero de Saccheri sao agudos.
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Figura 17 — Demonstra¢do de que os angulos do topo de um quadrilatero de Saccheri sdo agudos usando pontos
ideais.

Fonte: Arcari (2008, p.69) adaptado.

Dem.: Usaremos as mesmas letras da Figura 17 Seja Q um dos pontos ideais da reta que passa
por A e B. Sem perda de generalidade, podemos supor que B € AQ. Considere, entdo, as
semirretas DQ e CQ. Seja E um ponto tal que C € DE.

Devido ao corolério (4.2.1), sabemos que D esta contida no angulo ADE , € que CQ
estd contida no angulo BCE. Tem-se que ADQ = B/C?Z, por serem angulos de paralelismo cor-
respondentes a segmentos congruentes. Além disto, no triangulo generalizado CD€Q, o angulo
externo ECQ é maior do que o angulo interno ndo adjacente CDQ. Portanto, BCE > ADC =

BCD. Por conseguinte, BCD ¢ agudo.

Definicdo 4.2.5 (Quadrilatero de Lambert). Um quadrilatero ABCD com trés dngulos retos é

chamado de quadrilatero de Lambert.

Proposicio 4.2.12. O dangulo de um quadrilatero de Lambert é sempre agudo.
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Figura 18 — Quadrilatero de Lambert com angulo agudo no vértice C
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Seja ABCD um quadrilatero de Lambert com A = B = D = 90°. Na semirreta Sga,
marque o ponto E tal que EA = AB. Em sua extremidade, trace o segmento FE perpendicular

a AB e congruente a BC. Trace FA, FD e AC. E imediato verificar que

AFEA = ACBA. (4.4)

Como consequéncia, obtém-se a congruéncia dos tridngulos FAD e CAD. Portanto, o
angulo ADF ¢ reto e, entdo, os pontos F, D e C sao colineares. Por constru¢ao, FEBC ¢ um

quadrilatero de Saccheri. Logo, o angulo BCD ¢ agudo.
[

Tendo em vista o que foi exposto quanto aos quadrilateros, ¢ importante destacar que
estes agora proporcionam a esta teoria a possibilidade de analisar a relagdo entre quatro retas
hiperbolicas. Essa possibilidade permite o desenvolvimento de novos conceitos, assim como
também constitui objeto fundamental para demonstragdes que surgirdo ao longo do presente

TCC.
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Figura 19 — Construgao para provar que a soma dos angulos agudos de um tridngulo retangulo hiperbdlico ¢ menor
que 90°.

[
o
w1

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2.5 A soma dos dngulos de um tridngulo

Note que a soma dos angulos internos de um triangulo € um dos topicos classicos da Ge-
ometria Euclidiana, mas que na geometria hiperbolica assume outra forma, como foi destacado
na Introduc¢do Historica deste TCC. Essa forma estabelece que a soma desses angulos ¢ menor

do que dois angulos retos, como veremos a seguir com mais rigor.

Proposicao 4.2.13. A soma dos angulos de qualquer triangulo retangulo é menor do que dois

angulos retos.

Dem.: Seja AABC um triangulo retangulo com angulo reto no vértice C (Figura 19). Sabemos,
com base nos quatro primeiros postulados, que a soma de quaisquer dois angulos de um triangulo
¢ sempre menor do que dois angulos retos. Assim, os outros dois angulos do tridngulo dado sdo
agudos.

Trace o segmento AD de sorte que AB = ABC. Seja M o ponto médio de AB. Baixe

perpendicular MP ao lado BC. Na semirreta S4p, marque um ponto Q tal que AQ = PB.

Temos, entao,

AAQM = ABPM. (4.5)
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o —

Consequentemente, MQ A ¢ um angulo reto e P, M e Q sao colineares. Portanto, ACPQ
¢ um quadrilatero de Lambert com angulo agudo no vértice A. Logo, a soma dos dois angulos
agudos do tridngulo retdngulo AABC, que ¢ exatamente igual ao angulo CAD, ¢ menor do que

um angulo reto, dai o resultado.
[ |
Corolario 4.2.2. A soma dos angulos de todo quadrilatero é menor do que quatro angulos retos.

Dem.: Até aqui, dois quadrilateros foram considerados: Saccheri e Lambert. Por definicao, um
quadrilatero de Saccheri tem dois angulos retos e os outros dois menores que um angulo reto;
um quadrilatero de Lambert tem um angulo agudo. Logo, a soma dos angulos internos desses

quadrilateros ¢ menor que dois angulos retos, como queriamos demonstrar.
[ |

Proposicdo 4.2.14. Se os trés dngulos de um tridngulo sdo respectivamente iguais aos trés

angulos de um outro triangulo, entdo os triangulos sdo semelhantes.

Figura 20 — Quadrilatero BD E C usado na demonstrag@o da congruéncia de tridngulos com angulos respectivamente
iguais.

A

D E
B' c
B C

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Sejam AABC e AA’B’C’ dois triangulos (Figura 20) tais que A=A",B=BeC=C.
Suponha que os lados correspondentes nio sejam iguais. Por exemplo, suponha que AB > A’B’.
Seja D um ponto de AB tal que AD = A’B’. Nasemirreta S 4¢, marque um ponto E tal que AE =
A’C’. Entdo AADE = AA’B’C’. Admita por um instante que AE < AC. Entdo BDEC é um
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quadrilatero cuja soma dos angulos internos € exatamente quatro angulos retos, contradizendo
o corolario 4.2.2

Para provar que AE < AC, consideremos os dois outros casos possiveis. Se AE = AC,
entdo E coincide com C. Como B/C\A = @, D teria de coincidir com B, o que seria uma
contradigdo. Se AE > AC, obtém-se um tridngulo com um angulo externo igual a um angulo

interno ndo adjacente.
[

Proposicao 4.2.15. A fungao dangulo de paralelismo © esta definida para qualquer numero real

ndo negativo sobre o intervalo (0, 90].

Dem.: Vamos mostrar que, dado qualquer angulo agudo «, existe um niimero ndo negativo h
tal que ® (/) = a. Construa um angulo BAC cuja medida seja . Afirmamos que existe uma reta
[ perpendicular a S4¢ € que ndo intercepta S45. Vamos supor que isso ndo ocorra, ou seja, que
todas as retas perpendiculares a S ¢ também cortam S 45, € mostrar que isto leva a um absurdo.

Para isso, marque um ponto qualquer C; em S¢ (Figura 21).

Figura 21 — Construgéo para demonstrar que a fung@o dngulo de paralelismo 6 ¢ sobrejetora no intervalo (0, 90°] -
primeira parte.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja By o ponto em que a perpendicular a S 4¢ (passando por Cy) corta S 45. Sabemos que
a soma dos angulos do tridngulo AB;C; ¢ 180° — . Marque agora um ponto C3 em S ¢, fora de

ACq, tal que ACy = ACy, e considere o ponto By onde a perpendicular a S 4¢ (passando por C»)
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Figura 22 — Construg@o para demonstrar a sobrejetividade da funcdo angulo de paralelismo - segunda parte: reta m
paralela.

m
/ 2
B
N3
. [ ]
A C D

Fonte: Elaborado pelo autor.

corta S4p. Observe que os triangulos AB;C; e C2B1Cy sdo congruentes. Segue-se que a soma
dos angulos do tridngulo AB2C2 € menor do que 180° — 2¢. Repetindo-se indutivamente este
argumento, chegamos a triangulos com soma dos dngulos 180° —ne. Tomando n suficientemente
grande, obtém-se um tridngulo cuja soma dos angulos ¢ negativa, o que ¢ um absurdo. Isto
conclui a prova de nossa afirmagao.

O conjunto de todas as retas perpendiculares a S4¢ pode ser separado em dois subcon-
juntos: o das que interceptam S4p € 0 das que ndo interceptam. Existe exatamente uma reta m
que separa estes dois subconjuntos. E facil ver que m nio intercepta S4z. Vamos mostrar que
m € paralela a S4p.

Seja D o ponto onde m corta S4¢ e E um ponto de m como na Figura 22. Considere uma
semirreta qualquer Spr que divida o angulo ADE . Afirmamos que Spr corta S4p. Se ﬁ* ja
ndo intercepta S4p, entdo F pertence a uma das retas perpendiculares a S4¢ que intercepta S4p.
A afirmacgao ¢ agora consequéncia do Axioma de Pasch.

Mas, se qualquer semirreta que divide o angulo ADE intercepta S4 g, entdo DE¢ paralela

a S4p. Portanto, o comprimento ~ do segmento AD tem @ como angulo de paralelismo.
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Figura 23 — Existéncia e unicidade da perpendicular comum a duas retas hiperbolicas que ndo se interceptam.

v

T

Fonte: Elaborado pelo autor.

A fung¢ao angulo de paralelismo surge novamente no capitulo de trigonometria hiperbo-
lica, sendo aplicada como um conceito-chave para o desenvolvimento da teoria, mais especifi-
camente no desenvolvimento da distancia entre horocirculos, bem como no desenvolvimento da

tangente hiperbdlica, conceitos fundamentais para o presente TCC.

4.2.6 Pontos ultra ideais

Se duas retas possuem uma perpendicular comum, entdo elas ndo se interceptam. A
afirmacao reciproca também ¢ verdadeira e constitui um dos principais conceitos da Geometria

Hiperbolica.

Proposicao 4.2.16. Duas retas que ndo se interceptam tém uma e somente uma perpendicular

comumi.

Dem.: (Existéncia). Sejam m e n um par de retas que nao se interceptem (Figura 23). Escolha
dois pontos quaisquer A ¢ B em n e trace os segmentos AC e BD perpendiculares a m. Se
AC = BD, entio ACDB é um quadrilatero de Saccheri. Segue-se imediatamente que n ¢ m
possuem uma perpendicular comum.

Se AC nio for congruente a BD, podemos supor, sem perda de generalidade, que AC >
BD. Seja Q o ponto ideal da semirreta S45. Marque E € AC tal que EC = BD, e marque um
ponto qualquer H na semirreta Scp fora do segmento CD. Construa o angulo CEF = DBQ

com o ponto F no quadrilatero ACDB.
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Mostremos que a semirreta Sgr intercepta n. Para isso, considere as semirretas CQ
e DQ, que ficam respectivamente dentro dos angulos ACH e BDH. Como HDQ > HCQ
(teorema do angulo externo), podemos tragar uma reta CJ, penetrando no angulo A/CYE, tal que
HCJ = HDQ. Tal reta interceptard n em um ponto, que podemos, por simplicidade, supor ser
J.

Usando congruéncia de tridngulos, ¢ facil mostrar que os quadrilateros EKLC e BMND
sdo congruentes. Consequentemente, MN ¢é perpendicular am e MN = KL. Portanto, KLNM
¢ um quadrilatero de Saccheri e o resultado segue.

(Unicidade) Se existissem duas retas perpendiculares as duas retas dadas, teriamos um
quadrilatero com quatro angulos retos, o que € impossivel nesta geometria pelo postulado das

paralelas. Isto conclui a demonstracao.
[

O conceito de pontos ultra ideais consiste basicamente em associar a cada reta n um
conjunto de pontos 7, tal que m determina perpendiculares com n.

A definicao precisa de ponto ultra ideal, segundo Batista (2019), ¢ a seguinte:

Definicdo 4.2.6 (Pontos Ultraideais). O ponto ultra ideal é o unico ponto em comum de duas

retas que ndo se intersectam.

E entdo nesta teoria temos o seguinte conjunto de pontos:
* Pontos Ordinarios
* Pontos Ideais (caso de retas paralelas)
* Pontos Ultra ideais (caso de retas que nao se interceptam)

Proposicao 4.2.17. As mediatrizes dos lados de um tridngulo sdo concorrentes (em um ponto

ordinario, ideal ou ultra ideal).

Dem.: Consideraremos os trés casos possiveis.

CASO 1. Duas mediatrizes se interceptam em um ponto ordinario do plano.

Sejam m e n as mediatrizes dos lados AB e AC, respectivamente, € seja O = m N n.
Como O € m, temos OA = OB. Como O € n, temos OA = OC. Logo, OB = OC, o que

significa que O pertence a mediatriz de BC. Portanto, as trés mediatrizes concorrem em O.



CASO I1. Duas mediatrizes se interceptam em um ponto ultra-ideal I',,. Neste caso, m
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¢ perpendicular comum as duas (Figura 24, e devemos mostrar que a terceira mediatriz também

¢ perpendicular a m, o que € equivalente a mostrar que ela passa também pelo ponto ;.

Figura 24 — Concorréncia das mediatrizes em um ponto ordindrio (circuncentro) em um triangulo hiperboélico

E
Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja ABC um triangulo e D, E e F os pontos médios dos lados BC, BA e AC, respecti-
vamente. Suponha que as mediatrizes dos lados AB ¢ BC tém m como perpendicular comum.

Na figura acima, estas mediatrizes sio DD’ ¢ EE’, e m € a reta passando por D’ e E’. Trace os
Tem-se, entdo

segmentos AA’, BB’ ¢ C(’, todos perpendiculares a m. Trace também AE’, BE’, BD’ ¢ CD’.

AEE' =BEE’ ¢ BDD'=CDD’
Como consequéncia, tem-se também
AAE’

- BB'E' ¢ BBD =
Segue-se que

= CC'D'.

AA’ = BB =CC".

Portanto, AA’C’C ¢ um quadrilatero de Saccheri. Logo, o segmento F”F” ligando os

pontos médios de sua base e de seu topo € também perpendicular a base e ao topo, ou seja, é
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perpendicular a AC e a m. O resultado fica assim demonstrado.
CASO II1. Duas mediatrizes se interceptam em um ponto ideal Q. (Figura 25) Vamos
mostrar que a terceira mediatriz também passa por £, ou seja, que as trés mediatrizes sdo para-

lelas em uma mesma direcao.

Figura 25 — Concorréncia das mediatrizes em um ponto ultra-ideal: perpendicular comum as mediatrizes.

94

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se a terceira mediatriz intercepta uma das duas outras, em um ponto ordinario do plano
ou em um ponto ultra-ideal, entdo, pelos dois casos considerados, chegamos a uma contradicao.
Por isto, podemos concluir que a terceira mediatriz intercepta cada uma das outras duas em
ponto ideal. Existem, entdo, duas situagdes possiveis, ilustradas na figura seguinte.

Vamos mostrar que a situacdo (b), em que as trés mediatrizes formam um tridangulo
generalizado Q'Q”, ndo pode ocorrer. Observe que nenhuma reta pode cortar os trés lados deste
triangulo em pontos ordinarios. De fato, se uma reta n corta €’ em um ponto A e corta Q' N Q"
em um ponto B, tracando-se a reta BQ vemos que n fica dentro da regidao limitada por dois
angulos opostos pelo vértice, enquanto a reta QQ" fica dentro do outro par. Portanto, n ndo

pode cortar QQ” em um ponto ordinario (Figura 26).
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Figura 26 — Concorréncia das mediatrizes em um ponto ideal (paralelas na mesma dire¢ao).

Ql

Q/l
Q

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por outro lado, sempre existe uma reta que corta as trés mediatrizes de um triangulo em

pontos ordinarios! De fato, no tridangulo ABC, seja A 0 seu maior angulo. Sejam K’ e L pontos

sobre BC tais que BK’ = ABK’ ¢ CAL = ACL. Entio, K’ é ponto da mediatriz do lado AB ¢ L

é ponto da mediatriz do lado AC. Assim, BC intercepta as trés mediatrizes (Figura 27).

Figura 27 — Situagdo impossivel: as trés mediatrizes formando um tridngulo generalizado.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Logo, a situacdo (b) é impossivel. Isto demonstra o teorema.



53

4.2.7 Variacdo da distincia entre duas retas

Apresenta-se ao longo desta subsecao algumas formas de observar a distancia entre retas
na Geometria Hiperbolica. Existem trés possibilidades de classificagdo para duas retas: as que

se interceptam e as que ndo se interceptam (sendo estas paralelas ou ultraparalelas).

Proposicao 4.2.18. Sejam m e n retas concorrentes em um ponto O. Seja P um ponto de m.
A distancia do ponto P a reta n cresce quando P se desloca ao longo da reta m se afastando
do ponto O, tornando-se maior do que qualquer comprimento prefixado. Esta distancia de-
cresce quando P se move na dire¢do de O tornando-se menor do que qualquer numero positivo

prefixado.

Dem.: Sejam m e n retas concorrentes em um ponto O (Figura 28). Sejam P; e P, dois pontos

de m tais que P; € OPs. Sejam P1Q; e P2Q- segmentos perpendiculares a n como indicados
na figura seguinte.

Entdo, no quadrilatero P1Q1Q2 P2, os angulos dos vértices Q1 e Q2 sdo retos, o angulo

em P, ¢ obtuso e o angulo em Ps ¢é agudo. Segue-se que P1Q1 < P2(Qs. Isto mostra que a
distancia cresce quando o ponto variavel sobre m se afasta do ponto O, e decresce quando ele
se aproxima.

Considere o angulo @ 1 como angulo de paralelismo correspondente a uma distan-
cia h. Seja M um ponto de n tal que o comprimento de OM seja h. Trace por M a reta m’
perpendicular a n. Entdo, m ¢ m’ sdo paralelas, ou seja, elas se interceptam em um ponto ideal
Q.

Se r ¢ um niimero positivo qualquer, escolha um ponto R em MQ (segmento ideal) tal que
o comprimento de MR seja r e trace a perpendicular a m’ que passa por R. Esta reta intercepta
m em um ponto P. Seja Q o pé da perpendicular baixada de P a reta n. Entdo, POMR ¢ um

quadrilatero de Lambert com 4ngulo agudo em P. Logo, PQ > RM.
[

Proposicao 4.2.19. Sejam m e n duas retas paralelas e P um ponto de m. A distancia de P a reta
n decresce quando P se move na dire¢do do paralelismo, tornando-se menor do que qualquer
numero positivo prefixado. A distancia cresce na dire¢do oposta ao paralelismo, tornando-se

maior do que qualquer valor prefixado.
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Figura 28 — Variacao da distancia de um ponto sobre uma reta a outra reta concorrente.

P R
P2
P1 Ilm'
m (0] M
Q 1 Q2 Q

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Sejam m e n duas retas paralelas e seja o ponto ideal onde as duas se interceptam.
Sejam Py e P2 dois pontos sobre m e Q1 € Qo, respectivamente, os pés das perpendiculares
baixadas destes pontos a reta n. Suponha que P, € P1Q. Segue-se que Q2 € Q1Q e que o

quadrilatero P1Q1Q2 P> (com angulos retos nos vértices Q1 € Q2) tem angulo agudo em P; e

angulo obtuso em P5. Logo, P1Q1 > P2Q>s.

Figura 29 — Decrescimento da distancia entre retas paralelas na direcdo do paralelismo.

m P4
Q0
n ul ;
Q, Q,

Fonte: Elaborado pelo autor.

Resta, portanto, apenas provar que a distancia pode tornar-se tdo grande ou tdo pequena
quanto se queira. Vamos de fato provar que qualquer que seja o niumero positivo r dado, existe

um ponto R sobre m tal que a distancia deste ponto a reta n € exatamente r.
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Tome P € m e seja Q o pé da perpendicular baixada deste ponto a reta n. Se o com-
primento de PQ é r entdo P ¢ o ponto desejado. Se ndo for, entio marque na semi-reta SQP
um ponto R tal que o comprimento de RQ seja r e trace por R a reta m’ paralela a n na dire¢io

oposta a do paralelismo de m e n.

Figura 30 — Construgdo para obter um ponto sobre uma reta paralela com distancia pré-determinada a outra reta.

‘m\‘ P °m\1 M R _—

Fonte: Elaborado pelo autor.

E claro que m’ intercepta m em um ponto S. Seja T o pé da perpendicular baixada de S a
reta n. Sobre as retas m e n, marque pontos M e N tais que SM =SReTQ =TN. Comparagdo
entre os quadrilateros STNM e STQR permite concluir que eles sdo congruentes e, portanto,

MN = RQ e MN ¢é perpendicular a n.
[ |

Proposiciao 4.2.20. Sejam m e n duas retas que ndo se interceptam e P um ponto de m. Seja
MN o segmento da perpendicular comum com M € m e N € n. A distancia de P a reta n cresce
quando P se afasta do ponto M tornando-se maior do que qualquer valor prefixado, e decresce

quando o ponto P se aproxima de M até tornar-se igual a AB quando P = A.

Dem.: Sejam m e n retas que ndo se interceptam e seja M N um segmento da perpendicular
comum, com M € me N € n. Sejam P; e Py dois pontos de m situados do mesmo lado
relativamente ao ponto M e tais que MP; < MP;y. Sejam Q1 e Q2 os pés das perpendiculares

baixadas destes pontos a reta n.
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Figura 31 — Variacao da distancia entre retas hiperparalelas (ultraparalelas) com afastamento do pé da perpendicular
comum.

Fonte: Elaborado pelo autor.

No quadrilatero de Lambert MNQ1P;, tem-se PQ; > MN. Exame do quadrilatero
P10102P3, que possui dois angulos retos, um angulo agudo e um angulo obtuso, permite con-
cluir que PQ; < P2Q>. Isto mostra que a distdncia de um ponto de m a n cresce quando o ponto
se afasta do ponto M.

Seja Q o ponto ideal da semi-reta Sy p,. Considere a semi-reta NCQ. E facil ver que toda
perpendicular baixada de um ponto de Sy/p, a reta n corta NQ. Segue-se dai e do Proposi¢ao

4.2.18 que o comprimento de tais perpendiculares cresce arbitrariamente.

4.2.8 Horocirculos e curvas equidistantes

Consideremos dois pontos P e Q, pertencentes as retas m e n, respectivamente. Diremos
que eles sdo pontos correspondentes se o segmento PQ forma com as duas retas angulos con-
gruentes no mesmo lado da reta que passa por P e Q. Dessa forma, dizemos que P corresponde

a @, ou que Q corresponde a P.
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Figura 33 — Demonstra¢ao da unicidade do ponto correspondente a um ponto dado em uma reta paralela.

m

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 32 — Definicdo de pontos correspondentes: P e Q em retas paralelas com angulos congruentes no mesmo

lado.
0 U
Q
; Q " Q Q
n
Q

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definicdo 4.2.7 (Nogoes de Pontos Correspondentes). Consideram-se dois pontos P e Q, per-
tencentes as retas m e n, respectivamente. Eles sao chamados de pontos correspondentes se o
segmento PQ forma com as duas retas angulos congruentes no mesmo lado da reta que passa

por P e Q. Assim, diz-se que P corresponde a Q, ou que Q corresponde a P.

Proposicio 4.2.21. Dado um ponto em uma de duas retas paralelas, existe sobre a outra um e

somente um ponto que lhe é correspondente.

Dem.: (Unicidade) Sejam m e n duas retas paralelas (Figura 33). Seja P um ponto de m e
suponha que existam sobre n dois pontos, Q1 € Q2, que lhe sejam correspondentes. Sejam «
e B os angulos que PQ; e PQs, respectivamente, formam com a reta m. Estes angulos so os
mesmos que estes segmentos formam com a reta n. Se 8 < «, entdo, no tridngulo PQ10Q9, 0o
angulo @ serd um angulo interno e S serd um externo ndo adjacente. Contradi¢do! No outro

caso, apenas as posi¢oes dos dois angulos se invertem. Isto prova a unicidade.
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Antes de iniciar a prova da existéncia, vamos dar uma defini¢do e provar um resultado
auxiliar que podera ser util em outras ocasioes.

Vimos que retas paralelas sdo de fato assintdticas e, portanto, podemos considerar que
elas formam entre si um angulo generalizado de medida zero. Vamos definir para este angulo
a nocao de bissetriz. Dadas duas retas paralelas m e n, considere uma terceira reta b, paralela
a estas duas na mesma dire¢do. Seja C um ponto qualquer de b e sejam E e D os pés das
perpendiculares baixadas de C as retas m e n. Se ocorrer que CE = CD e que b seja a bissetriz do
angulo E/a), entdo diremos que b ¢ a bissetriz generalizada do angulo generalizado formado

entre m e n.

Definicao 4.2.8 (bissetriz generalizada). Dadas duas retas m e n, considere uma terceira reta
b, paralela a estas duas na mesma dire¢do. Seja C um ponto qualquer de b e sejam E e D
os pés das perpendiculares baixadas de C as retas m e n. Se ocorrer que CE = CD e que
b seja a bissetriz do angulo E CD, entio define-se que b é a bissetriz generalizada do angulo

generalizado formado entre m e n.

E facil ver que, se esta propriedade ocorre em um ponto C, entdio, ocorre em qualquer
outro ponto da reta b. De fato, se P ¢ outro ponto de b, ¢ imediato verificar que PEC = PDC.
Consequentemente, PE = PD e PEC = PDC. Sejam Q e R os pés das perpendiculares
baixadas de P as retas m e n, respectivamente. E consequéncia direta do que obtivemos que

P/E\Q = PDR. Logo,

PO = PR
c
OPC = RPC

Assim, b tem a propriedade de ser o conjunto dos pontos que sdo equidistantes das retas
m e n. Vamos, agora, provar que tais bissetrizes sempre existem. Tome um ponto A sobre m e
um ponto B em n. Trace as bissetrizes dos 4ngulos que o segmento AB forma com estas duas
retas do mesmo lado da reta que passa por A e B.

Estas duas bissetrizes se interceptam em um ponto C, o qual, afirmamos, pertence a



59

bissetriz generalizada b. Para construi-la é s baixar perpendiculares CE ¢ CD as duas retas e

tracar a reta bissetriz do angulo ECD.

Figura 34 — Bissetriz generalizada b de duas retas paralelas: conjunto dos pontos equidistantes.

m

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Provaremos nossa afirmagio. Seja B’ € m um ponto tal que AB’ = AB, escolhido como

na figura acima. Os tridngulos BCA e B'C A sdo congruentes. Logo, CB = CB’ ¢ CBA = CBA.
Sejam D e E os pés das perpendiculares baixadas de C as retas n e m, respectivamente. Segue-se
que CDB = CEPB. Portanto, CE = CD. Assim, C € b.

Dem.: Dando continuidade a demonstra¢ao da proposi¢ao 4.2.21 temos:

(Existéncia) Dadas m e n paralelas, considere a bissetriz generalizada b do angulo que elas
formam. Dado P € m, seja K’ € b o pé da perpendicular baixada de P aquela reta. Sejam agora

M e N os pés das perpendiculares baixadas de K’ as retas m e n, respectivamente.
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Figura 35 — Construcao da bissetriz generalizada a partir das bissetrizes dos angulos formados por um segmento
AB com as retas.

J__—a N

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em n, na dire¢do oposta ao paralelismo, marque um ponto Q tal que QN = PM e trace
QK’. E imediato que os tridngulos PMK’ ¢ QNK’ sdo congruentes. Dai decorre que os pontos

P, K’ e Q sdo colineares e que K'PM = I?Q\N . Logo P e Q sdo pontos correspondentes.
[ |

Proposicao 4.2.22. Se trés pontos P, Q e R estdo em trés retas paralelas em um mesmo sentido,

e se P corresponde a Q e Q corresponde a R, entdo, os trés pontos ndo sdo colineares.

Dem.: Observe que o angulo formado entre PQ e qualquer uma das retas ¢ igual ao 4ngulo de
paralelismo correspondente a metade do segmento PQ (Figura 36). Logo, é um angulo agudo.
Se os trés pontos fossem colineares, teriamos a soma de dois dngulos agudos resultando em um

angulo raso. Este absurdo prova o teorema.

Proposicao 4.2.23. Se trés pontos P, Q e R estdo em trés retas paralelas em um mesmo sentido,

e se P corresponde a Q e Q corresponde a R, entdo, P corresponde a R.

Dem.: Como os trés pontos, pelo teorema anterior, sao nao colineares, forma-se um tridngulo

PQR. Vimos em capitulo anterior que as retas perpendiculares aos lados de um tridngulo e
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Figura 36 — Existéncia de ponto correspondente Q usando bissetriz generalizada b.

m
P
b Q
[ — 14
n R

Fonte: Elaborado pelo autor.

passando pelos seus pontos médios sdo concorrentes em um ponto ordinario, ideal ou ultra-
-ideal. Duas de tais retas sdo exatamente as bissetrizes generalizadas dos angulos generalizados
entre PQ e ON e entre QR ¢ RN. Logo, a terceira, que é perpendicular ao lado PR passando
pelo seu ponto médio, sera também paralela as duas primeiras. Entdo, tal reta coincide com a

bissetriz generalizada de PQR. Consequentemente, P ¢ Q sdo correspondentes.
[

Ao se analisar a curva limite obtida de uma circunferéncia quando se fixa um de seus
pontos e se faz o raio crescer arbitrariamente, obtém-se, na Geometria Hiperbodlica, conceitos
muito distintos do caso euclidiano (cujo limite ¢ uma reta). Apresenta-se, entao, o conceito de

horocirculo (Figura 37).
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Figura 37 — Horocirculo: curva limite de circunferéncias com centro tendendo ao ponto ideal.

o
"/

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definicdo 4.2.9. Seja 7 a familia de todas as retas paralelas em um mesmo sentido, com um
ponto ideal Q em comum, e seja P um ponto ordinario pertencente a uma retar € ¥. O lugar
geométrico de todos os pontos Q correspondentes a P nas demais retas de F é denominado

horocirculo de centro Q e raio P.
Proposicio 4.2.24. Dois horocirculos quaisquer sdo congruentes.

Figura 38 — Horocirculo: curva limite de circunferéncias com centro tendendo ao ponto ideal.

L M

D a
a
a

E

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Sejam H e H’ dois horocirculos com centros nos pontos ideais Q e ', respectivamente.
Sejam A e B pontos de H e A’ um ponto de H’. Seja a o angulo BAQ. Construa um angulo
BASY = a com AB’ = AB. O triangulo generalizado A’B’Q)’ sera, entdo, congruente ao
triangulo ABQ. Portanto, ABQ = A'B'QY e, consequentemente, B’ é correspondente a A’ nas

retas A’Q’ e B’Q’. Portanto, B’ € H’. Isto prova a proposigao.
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Proposicao 4.2.25. Uma reta é tangente a um horocirculo se e so se é normal a um dos seus

raios em sua extremidade.
A demonstragdo da proposi¢ao a seguir segue a formulacao de Arcari (2008):
Proposicao 4.2.26. Duas curvas equidistantes com a mesma distdncia sdo congruentes.

Dem.: Considere o ponto P tal que ele seja a intersecdo entre o horocirculo H e a reta m
tangente 4 H. Suponhamos que o angulo entre PQ e m seja agudo. Seja o comprimento /i,
h > 0, tal que o angulo de paralelismo ® (/) = « seja agudo. Considere também os pontos Q
e R pertencentes a reta m tal que PO = hePQ = OR. Logo, APQQ = AQRQ (pelo caso
lado-angulo de tridngulos generalizados). Assim os angulos }T@ sdo congruentes, isto ¢, P ¢
R sdo correspondentes. Logo, R € H. Mas isso nao € um absurdo pois contradiz a hipotese.
Logo, o angulo « ¢é reto.

Suponha, por absurdo, que P e m sdo perpendiculares e m corta o horocirculo H em outro
ponto Q. Deste modo, P e Q sdo correspondentes € APQC sera um tridngulo generalizado com
dois angulos retos. Mas isto ¢ uma contradi¢ao! Logo, a intersecdo entre H ¢ m ¢ apenas um

ponto P e, portanto, m ¢ tangente a H.



5 TRIGONOMETRIA

Este capitulo aborda conceitos fundamentais de horocirculos, assim como as principais
fungdes trigonométricas hiperbolicas e sua conexao com eles. Os materiais presentes neste capi-
tulo baseiam-se nos estudos que podem ser encontrados em (Agustini, 2022), (Barbosa, 1995b)
e (Batista, 2019).

Primeiramente, cabe definir o escopo da trigonometria. Segundo (Barbosa, 1995a), a tri-
gonometria ¢ o estudo das relagdes entre os comprimentos dos lados e as medidas dos angulos de
um tridngulo. Na Trigonometria Euclidiana, as razdes trigonométricas sdo definidas a partir de
uma circunferéncia de raio unitario. Ja a Trigonometria Hiperbolica, como se apresenta a seguir,
¢ construida a partir da relacdo de distancia entre dois arcos de horocirculos correspondentes e

concéntricos.

5.1 Arcos correspondentes e horocirculos Concéntricos

A partir da proposi¢ao a seguir, veremos alguns conceitos importantes arcos de horocir-

culos correspondentes € concéntricos.

Proposicao 5.1.1. Segmentos de raios de um horocirculo, delimitados entre horocirculos con-

céntricos, sao congruentes.

Figura 39 — Congruéncia de horocirculos H (centro um ponto ideal) e H’ (centro outro ponto ideal): translagdo leva
um ao outro.

Fonte: Agustini (2022, p.109).
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Dem.: Sejam os horocirculos concéntricos H e H’, com centro em €, ¢ os pontos A, B € H.
Identifiquemos os pontos A’ ¢ B’, respectivamente, como interse¢ao dos raios AQ e BQ de H

com H’, conforme a figura abaixo.

Figura 40 — Congruéncia dos segmentos AA” ¢ BB’ em horocirculos concéntricos H e H'.

Fonte: Agustini (2022, p.109).

Seja M ponto médio de AB e, sendo A=B=ano triangulo generalizado ABQ, pelo
caso de congruéncia LA para tridngulos generalizados (aplicado aos triangulos AMQ e BMQ)
temos MQ L AB. Temos também AAMM’ = ABMM’ (caso LAL) e, portanto, AAA’M’ =

ABB’M’ (caso LAAg) Conclusdo: AA’ = BB’, como queriamos.

Proposicio 5.1.2. Se M divide ao meio um arco AB do horocirculo H, entéo o raio MQ divide

ao meio quaisquer arcos correspondentes a AB em horocirculos concéntricos a H.

Dem.:

Sejam H e H’ horocirculos concéntricos de centro Q, com A, B € H distintos. Tome
A'=AQNH eB =BQNH'. Seja M o ponto médio do arco AB em H, e M’ a intersegdo de
MQ com o arco correspondente A’B’em H'. DefinaC = ABNMQe C' = A’B' N MQ.
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Figura 41 — Raio M divide arcos correspondentes AB em H ¢ A’B’ em H’ se M ¢é ponto médio do arco AB.

c'i v

M

3 5 ’
3 ' i
H . .
1 . .
] . -
1 G
s
" i,
. .
: |

B
Fonte: Agustini (2022, p.110).

Como AM = MB temos AAMQ = ABMQ (definigdo de arcos congruentes em horo-
circulos).Como AAMC = ABMC (caso LAL) temos AC = BC ¢ AB L MQ. Logo, AACC’ =
ABCC’ (caso LAL). Assim, AAA’C’ = ABB’C’ (caso LAL), o que implica AA’C’'Q = AB'C’'Q.

Conclusao:
AA'M'C" = AB'M'C’ (caso LAL) = AA'M'Q=AB'M'Q — A’M’ = B'M’,

o que conclui a demonstragao.
[ |

Corolario 5.1.1. Consideremos AB arco do horocirculo H. Entdo, os pontos médios de todos
os demais arcos A’B’ correspondentes a AB em horocirculos H' concéntricos a H constituem

um raio de H.

O corolario acima € consequéncia 0bvia da proposi¢ao, pois todo ponto do raio em ques-

tao pode ser visto como interse¢do do raio com um arco correspondente de horocirculo.

Corolario 5.1.2. Sejam Py, ..., P, pontos de H que dividem PyoP, C H em n partes iguais.
Sejam H' horocirculo concéntrico com H e Py, ..., P, € H' tais que P;P; e Pl’.P;. sdo corres-

pondentes. Entdo, Py, ..., P, dividem P P, C H em n partes iguais.



67

Figura 42 — Divisao do arco PyP,, em n partes iguais induz divisdo correspondente em horocirculo concéntrico.

Fonte: Agustini (2022, p.110).

Dem.: Basta aplicar a proposicao acima a PoPy; P1Ps; PoPy; P3Ps; .. .; Py_oP,.
[ |

As proposigdes sobre horocirculos apresentadas até aqui demonstram propriedades de
congruéncia entre os raios de horocirculos concéntricos. A seguir, veremos proposigoes que

tratam de propriedades especificamente dos arcos de horocirculos concéntricos.

Proposicao 5.1.3. Sejam H e H' horocirculos concéntricos e A, B,C € H. Entdo, os pontos

A’,B’,C’" € H' determinados pelos raios que passam por A, B e C sdo tais que

AB _A'B
AC AC

(5.1)
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Figura 43 — Proporcionalidade: a razdo entre os arcos AB e AC ¢ igual a razo entre os arcos correspondentes A’ B’
e A’C’ para horocirculos concéntricos H ¢ H'.

Fonte: Agustini (2022, p.110).

Dem.: Suponha que B € AC e teremos dois casos a se considerar.
1° caso: Os arcos AB e AC s3ao comensuraveis, ou seja,
AB

TEQ.
AC

Logo, existe uma unidade de medida comum aos dois arcos. Suponhamos que ;173, com
P € AB, possua o comprimento dessa unidade. Logo, AB = mAP ¢ AC = nAP comm,n € N.
Consideremos o raio PQ. Ele determina P’ € H’. Pelo corolério acima temos A’B’ = mA’P’ e

A'C’ = nA'P’, Logo,

AB _ A'B _m
AC AT

2° caso: Os arcos AB ¢ AC ndo sio comensuraveis.
Neste caso, dividamos AB em m € N partes congruentes € seja P € AB tal que AB =

mAP. Desta forma, também temos a existéncia de n € N tal que

nAP < AC < (n + 1)AP (5.2)



e, como B € AC, temos

mAP < AC
m1373<(n+1)57D

m<n+1
m
n+1

I

< 1.

L m
Além disso, de m,n e Nem < n + 1 temos m < n e, portanto, — < 1.
n

Pelo corolario acima, A'B =mA'P e
nA'P' < AC’ < (n+ 1)A/’—I§’

Logo, de (5.2) e (5.7) temos

n— — n+l— n—, —
—AB < AC< AB e¢ —A'B<AC <
m m m
m AB m m A'B
<—<— ¢ < =
n+l ACc n n+1l A

m m ZX\B ﬁ’<m

<K—= =
n+l n AC Acc n n+l

AB A'B m 1
= 0< —_— — — < <
AC Ac'| nn+l) n+1
Fazendo AP — 0, temos n — +o00. Logo, 1 — 0, ou seja,
n

AB A'B AB A'B
— =0 == — = ——
AC A'C AC A'C’

o que conclui a demonstragao.

5.2 Comprimentos de arcos correspondentes e distincias

A seguir veremos como ¢ denotado a distancia entre dois horocirculos vejamos:

=3

(pois o < 1) .
n
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(5.3)
(5.4)
(5.5)

(5.6)

(5.7)
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Proposicao 5.2.1. A razao entre as medidas dos arcos correspondentes AB e A’B’ de horocir-
culos concéntricos depende somente da distdncia d entre eles, ou seja,
AB

— = f(d).
A'B’

Como consequéncia, se temos uma sequéncia de arcos correspondentes (A, B,),cn de

horocirculos concéntricos, como na Figura 44, entdo

A1B1 _ A3By  A3B3
AaBy  A3B3  A4By

o= f(d) > 1.

Figura 44 — Razao constante entre arcos A; B e As B para horocirculos com distancia fixa d.

Fonte: Agustini (2022, p.112).

Proposicao 5.2.2. Se sg e sy representam os comprimentos de dois arcos correspondentes em
horocirculos concéntricos, sendo s, < sg e sendo x a distancia entre eles ao longo de um raio
comum, entao

sy = soe .
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Figura 45 — Decaimento exponencial: comprimento s, ¢ igual a so vezes e elevado a menos x para arcos corres-
pondentes.

Fonte: (Agustini, 2022, p.113).

Dem.: Sobre uma semi-reta Py considere pontos Py, Py, P2, P3, . .. tais que a distancia en-
tre dois subsequentes seja uma unidade de comprimento. Considere a familia de horocirculos
ho, h1, ha, hs, . .. centrados em € e passando, respectivamente, nos pontos Py, P1, P2, . ... Se-
jam sq, 51, 2, . . . arcos correspondentes desta familia. Veja a figura a seguir:

Utilizando a defini¢dao de unidade de comprimento e o teorema anterior, concluimos que

So_S1_S2_  _Sel_,
51 52 3 Sn
Portanto,
Sy = spe " (5.8)

Como n ¢ a distancia do arco s, ao arco sg, concluimos que o resultado ¢ valido quando
x ¢ um inteiro. Represente agora por 4, o horocirculo de centro Q passando pelo ponto P, de
PoQ, o qual fica a distancia x do ponto Py. Sobre este horocirculo represente por s, 0 arco
correspondente a todos os outros considerados. Vamos supor, primeiramente, que x seja um

nimero racional da forma 1/n. Entdo, pelo teorema anterior, teremos

q= 50 _sl/n _s2/n _.“_S(n—l)/n _

S1/n S2/n S3/n 51
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Figura 46 — Discretizacdo: pontos Pg, P1, P2... com distancia unitaria para provar que S, ¢ igual a Sg vezes e
elevado a menos n

Fonte: Elaborado pelo autor.

Fonte: Agustini (2022, p.112).
onde a ¢ um numero maior do que um. Segue-se que:

« Utilizando a equagdo 5.8, concluimos que s; = sqa™".

e a=el/n

E, entdo, imediato, desta sequéncia de equagdes, que

Sm/n = Soa " = soe” .

Assim, o resultado vale no caso em que x ¢ qualquer nimero racional. Para provar o
resultado no caso em que x ¢ irracional, ¢ suficiente observar que a funcdo s, ¢ decrescente e
que, como mostramos, coincide com a fun¢do sge™ qualquer que seja o valor racional positivo

de x. Como consequéncia, se @ ¢ um numero positivo irracional, teremos sempre que:
|sq — spe” | < sp(e™ —e™)
para quaisquer dois nimeros racionais positivos r e t que satisfacam
r<a<t.

A continuidade da fungdo e~ garante agora que a diferenca s, — sge”® sO pode ser zero.

Isto conclui a demonstragdo da proposicao.
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Proposicao 5.2.3. Sejam m = Q1Q9 e n = Q3Q retas perpendiculares em A e H horocirculo
com centro em L passando por A. Seja r = Q1Q3. Entdo, r intersecta H em ponto B e a reta

t perpendicular a r por B é paralela a m.

Dem.: Sejam m,n, A, H e r conforme enunciado.
Sendo r uma das retas com ponto ideal Q, pela definicao de horocirculo, deve haver um

ponto B de H correspondente a A em r. Tomemos ¢ reta perpendicular a r em B (veja a Figura

47 a esquerda).
Figura 47 — Construcgdo: reta ¢ perpendicular a r em B ¢é paralela a m
Qs
o
Oy, m Q. m
T n

Fonte: Agustini (2022, p.114).

A reta t possui apenas o ponto B em comum com H, pois, caso contrario, se existisse
B’ € HNt com B’ # B, devido a defini¢do de horocirculo, teriamos o tridngulo generalizado
BB’Q; com dois angulos retos, o que é impossivel. Com isto, concluimos que H esta totalmente
contido em um dos semiplanos determinados por ¢.

Pelo fato da reta r ser perpendicular a ¢, ela possui pontos em ambos os semiplanos
determinados por ¢. Neste caso, diremos que €21 estd em um desses semiplanos e 23 esta no
outro. Sendo Q3 ponto ideal de n e ¢, e sendo A € n no mesmo semiplano no qual estd Q,

temos que n deve intersectar ¢ (Axiomas de Continuidade). Chamemos essa interse¢do de E.



74

Figura 48 — Triangulo is6sceles EAB e casos: ¢ intersecta m ou ¢ hiperparalela

Fonte: Agustini (2022, p.114).

Observemos que EB = EA. De fato, devido a defini¢éo de horocirculo, o tridngulo gene-
ralizado ABQ; ¢ isosceles (Figura 48 a direita). Logo, os angulos EBA e EAB sio congruentes,
ou seja, o tridngulo EAB ¢ isosceles com base AB.

A reta t € paralela a reta m. De fato, se ndo fosse, haveria duas possibilidades:

(1) a reta ¢ intersecta m em um ponto F (Figura 48 a esquerda). Logo, podemos tomar G € n
de tal modo que E esteja entre A e G e EG = EF. Logo, pelo caso de congruéncia LAL,
AEAF = AEBG, implicando que G BE é reto. Devido a unicidade da perpendicular a reta ¢ por
B, deveriamos ter que G € r, uma contradigdo, pois r e n sdo paralelas.

(2) a reta ¢ ¢ hiper-paralela a m (Figura 48 ao centro). Seja Q ponto ideal de ¢ de tal modo
que E esteja na semirreta BQ. Logo, pelo caso de congruéncia LA de tridngulos generalizados,
AEBQ3 = AEAQ, implicando que EAQ é reto. Mais uma vez, devido a unicidade da perpen-
dicular a reta n por A, deveriamos ter que Q seja ponto ideal de m, fazendo com que m e t sejam
paralelas, contradizendo a hipdtese assumida.

Logo, areta ¢ e a reta m devem ser paralelas, conforme figura acima a direita.
[ |

Proposicao 5.2.4. Sejam m = Q1Q9 e n = Q3Q4 retas perpendiculares em A, r = Q1Q3 e t
reta perpendicular a r em B com ponto ideal Qs. Entdo, existe um horocirculo com centro em

Q1 passando por A e por B.

Dem.: Primeiramente, devido ao fato de n dividir o plano em dois semiplanos de tal modo que
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¢ possui pontos em ambos, os Axiomas de Continuidade garantem a existéncia da intersecao de
t com n, que chamaremos de E.

O triangulo EAB ¢ isosceles com base AB, o que garante que o tridngulo generalizado
ABQ; ¢ isosceles, ou seja, A e B sdo pontos correspondentes, logo, pertencem a um mesmo

horocirculo de centro Q7.

Proposicao 5.2.5. Nas condigoes das proposigoes acima, o comprimento do arco de horocirculo

AB é unitario.

Mais uma vez, temos a unidade de comprimento na Geometria Hiperbdlica sendo concre-
tizada com o auxilio do conceito de horocirculo. Estamos em condigdes de estabelecer algumas

relacdes bastante importantes.

Proposicao 5.2.6. Na Figura 49 valem as seguintes relagcoes:

S—s5=8e () (5.9)

S+s=8e™ (5.10)

Dem.: Na figura importante descrita, considere um ponto D do horocirculo 4 tal que B pertenga
ao arco XT), cujo comprimento seja S. Seja Q' N Q o raio que passa pelo ponto D. Entdo, pela
defini¢do de S, a reta AQ' ¢ a reta tangente ao horocirculo passando pelo ponto A, logo, ¢ reta
que contém o segmento AC. Considere, além disto, um ponto E sobre a reta que passa por
C ¢ B, escolhido de tal sorte que C pertenca ao segmento EB ¢ que o segmento EC tenha
comprimento ¢. Trace EQ’. Comparacdo dos tridngulos generalizados CAQ e CEQ' revela que
eles sdo congruentes e, portanto, EQ’ ¢é perpendicular a EC. Consequentemente, o horocirculo
de centro Q passando pelo ponto F tem E’ como reta tangente. Logo, o seu arco EF entre as
retas EQ e QQ’ mede S.

Segue-se do teorema anterior que os arcos correspondentes EF e BD tém seus compri-

mentos relacionados como se segue:

S—5=8e (+u)
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Figura 49 — Relagdes: S menos s igual a S vezes e elevado a menos (7 mais ) e S mais s igual a S vezes e elevado
a (¢ menos u)

Fonte: Barbosa (1995b, p.119).

Isto prova a primeira parte do teorema. Para demonstrar a segunda parte, inicie por
considerar um ponto G sobre o horocirculo %, de sorte que A pertenga ao arco BG e 0 arco AG
tenha comprimento S. O raio GQ, se continuado, torna-se a reta QQQ’, ¢ a reta AQ' é tangente ao
horocirculo 4 no ponto A. Na semi-reta CQ, marque um ponto H tal que o comprimento de CH
seja t. Comparacao dos tridngulos generalizados HCQ' e ACQ revela que eles sao congruentes.
Logo, HQ' é perpendicular a CH. Consequentemente, o horocirculo de centro Q passando pelo
ponto H tem a reta HQ' como reta tangente e seu arco, entre o ponto H e o ponto J situado no
raio Q€, terd comprimento S. Comparagdo entre os arcos concéntricos BG (de comprimento

S+s)e HJ (de comprimento S) que distam ¢ — u um do outro, fornece:

S+s5=_Se™".



77
5.3 Relagoes trigonométricas

Nesta secao abordamos as principais relagdes trigonométricas hiperbolicas, como tam-
bém apresentamos as principais diferencas com as relagdes trigonométricas classicas. Além
disto, fim de simplificar as expressdes que virdo a seguir, tomaremos como defini¢do as seguin-

tes relagoes

Y _ eV
senh(y) = %, (5.11)
Y 4 eV
cosh(y) = %, (5.12)
h
tanh(y) = e (y)’ (5.13)
cosh(y)
h(y) ! (5.14)
sec = , .
Y cosh(y)
h(y) ! (5.15)
cosec = . .
Y senh(y)
Proposicio 5.3.1. Nas condi¢oes da proposic¢do 5.2.6 valem as seguintes formulas:
e" = cosh(y) (5.16)
s = tanh(y). (5.17)

Dem.: Somando as duas equagdes da Proposi¢do 5.2.6 temos

Yo, Y. —u Wy . -y , e +e? "
2=e Ve " +ede" 2" ="+ e :T:Ne = cosh(y).

Subtraindo a segunda equacao da primeira na Proposicao 5.2.6 temos

1 (e —e™” 1 (ed—e™”
2 = Ye U — e Ve TH —1 =1 = = — | —
s =(ele ede)> s 5 ( p ) s " ( 5 )
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1 h
= s = —senh(y) = s = senh(y) = s = tanh(y),
et cosh(y)

o que conclui a demonstragao.

Proposicao 5.3.2. Seja D € AB, DE perpendicular am = Q1Q9, s 0 comprimento do arco AD

e DE = a temos.

s = senh(a). (5.18)

Figura 50 — Relagdo s = senh(a): arco de horocirculo igual ao seno hiperbolico da distancia perpendicular.

0,1

Fonte: Agustini (2022, p.116).

Dem.: Tomemos por E um horocirculo H” de centro em Q1. Seja {F} = DQ N H’, conforme
a Figura 50. Seja s’ o comprimento do arco de horocirculo EF. Temos que AD e EF sio arcos
. s .
correspondentes em horocirculos concéntricos. Logo, — = e?. Também temos s’ = tanh(a).
s

Logo,

s = e’ tanh(a).
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b

Como e” = cosh(a), temos

s = cosh(a) tanh(a) = s = senh(a),

o que conclui a demonstragao.

5.4 Um sistema de coordenadas hiperbolicas

Assim como na reta euclidiana, podemos associar os numeros reais a pontos de uma reta
hiperbodlica. Fixamos na reta dois pontos O e A com distancia hiperbdlica 1, associando-lhes
0 e 1. Isso define a unidade de medida, que localiza os racionais por multiplos e submultiplos.
Racionais positivos estdo na semirreta O A; negativos, na oposta (Figura 51).

Figura 51 — Associagdo dos nimeros reais a pontos na reta hiperbdlica com origem O e unidade OA =1
O A
5
2 -0,5 + 2,5
-3 —2 —1 0 1

Y}
)
oe
Y

Fonte: Agustini (2022, p.117).

Existem pontos da reta que ndo estdo associados a nimeros racionais. Tais pontos estdo
associados aos nimeros irracionais e essa associacao ¢ feita respeitando-se a ordem dos numeros

reais e levando-se em conta os pontos ja associados aos niimeros racionais.

Definicao 5.4.1. A reta hiperbolica associada ao conjunto dos numeros reais, conforme descre-
vemos acima, chamamos de reta hiperbdlica orientada de origem O, ou entdo reta hiperbdlica

real, ou ainda, simplificadamente, de eixo hiperbdlico.

Observacio 5.4.1. Ndo podemos definir b como sendo a distincia da proje¢do ortogonal Py
de P em O, até O (isto é, definir coordenadas como na Geometria Euclidiana). Caso contrdrio,
ndo haveria uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano e os pares ordenados de

numeros redais.
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Exemplo: Seja a € R tal que 6(a) = % (6: fungdo angulo de paralelismo ). Ndo
existiria o ponto de coordenadas (a, a).
(2) Nas condigoes como definimos o sistema de coordenadas na Geometria Hiperbolica, um
ponto P = (a, b) é tal que d(O, Py) < b.

De fato, OPPP, é um quadrilatero de Lambert e, portanto, d(O, Py) < d(P, Py) = b.

Chamamos x e y de coordenadas hiperbdlicas de P, sendo x a abscissa ¢ y a ordenada

de P e escrevemos P(x, y). A Figura 52 ilustra esse procedimento.

Figura 52 — Coordenadas hiperbdlicas (x, y) no disco de Poincaré: abscissa e ordenada.

2° quadrante .-~ + \y19 quadrante
“ a>0
P(a,b). b>0
- Q ol [M™ +
| ol [P X
o
c<0 -
d<0 Q(c,d)
3° quadmnre\' = | g0 quadrante

Fonte: Agustini (2022, p.117).

Observacao 5.4.2. Observemos que, deste modo, existe uma correspondéncia biunivoca entre
os pontos do plano hiperbdlico e os pares ordenados de numeros reais.
Nas condigoes estabelecidas acima, dizemos que os eixos coordenados hiperbolicos es-

tabelecem um sistema de coordenadas hiperbdlicas no plano hiperbolico.

Definicao 5.4.2. Dois numeros positivos z e 7’ sdo chamados complementares quando os dngu-

los de paralelismo a eles associados sdo complementares, ou seja,

0(z) +6(7) = g (5.19)

sendo 0 a fungdo angulo de paralelismo.
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Figura 53 — Horocirculo passando por P para deducdo da equagdo

ed—x = cosh(y) P e B . exa@ = cosh(y)

Q, ea=coshy)

Fonte: Agustini (2022, p.117).

Proposicao 5.4.1. Fixemos o sistema de coordenadas hiperbolicas. A equagdo do par de ho-
rocirculos tangentes que passam por P(a,0) e possuem centros nos pontos ideais do eixo O, é

dada por

e = cosh(y). (5.20)

Proposi¢cao 5.4.2. Fixemos o sistema de coordenadas hiperbdlicas. A equagdo da astroide
hiperbdlica generalizada de diagonais perpendiculares em P(a,0) e quatro vértices ideais,

sendo dois deles pontos ideais do eixo O, é dada por

e* = tanh(|y]) = 1. (5.21)

Dem.: (i) Para a Proposi¢ao 5.4.1 faremos apenas a dedugdo da equacao do horocirculos com
centro em €2, no caso P(0,0). Os demais casos sdo deixados para o leitor.

Seja H o horocirculos com centro em Q. passando por P(0,0) e seja P(x,y) € H.
Consideremos a figura abaixo a esquerda.

Temos OP = PA = x. Logo, ¢* = cosh(y) é a equacdo de H no sistema de coordenadas
hiperbolicas.

(ii) Para a Proposicao 5.4.2 faremos apenas a deducao da equacdo da reta com ponto

ideal Q, acima do eixo O, no caso P(0,0), ou seja, a reta paralela aos eixos coordenados no
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Figura 54 — Retas paralelas ao eixo Oy.

o e¥Atgh(y) =1

0, eldtgh(y) =1

—e%*tgh(y) -1 : —éx*utgh(y) =1

Fonte: Agustini (2022, p.117).

primeiro quadrante. Os demais casos sdo deixados para o leitor.

Seja r a reta paralela aos eixos coordenados no primeiro quadrante e seja P(x,y) € r.
Consideremos a figura acima a direita.

Seja H o horocirculos de centro Q. passando pela origem O. Vimos que A0 = 1.

Seja A’ € H' talque A’P = 1 (onde H’ ¢ o horocirculos com centro em € passando por
P).

Seja s 0 comprimento do arco B’P. Temos s = tanh(y).

Os arcos AO e B'P sdo correspondentes. Logo, 1 = se*, o que implica e* tanh(y) = 1

como equagdo de r no sistema de coordenadas hiperbolicas.
[

Proposi¢cao 5.4.3. Se z € R sdo numeros complementares, entdo valem as seguintes relagoes:
ZI
i) e*tanh (—) =1,
2
ii) senh(z) = cosech(z’);

iii) cosh(z) = coth(z’).

Dem.: i) Consideremos a figura abaixo, na qual OP = z; PP ¢ perpendicular ao eixo coorde-

nado O, e PP = QP.
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Temos PPQ, = PQQ (caso LA de tridngulos generalizados). Logo, Q ¢ reto. Temos
0(z) =aed(QP)=pB.Comoa+pf = g, segue que 77 = QP ¢é complementar de z. Mas, pela
Proposicao 5.4.2, a equagdo dareta r € e* tanh(y) = 1.
’

’
Noponto P e rtemosx =zey = PP = % Logo, e* tanh (%) =1.

Figura 55 — Numeros complementares z e 7’ e a relagdo (iii).

Fonte: Agustini (2022, p.119).

Nota: para as demonstragdes dos itens (ii) e (ii1) necessitamos das relacdes

cosh?(x) — senh?(x) = 1

senh(x) = 2senh (%C) cosh (g)
cosh(x) = senh? (g) + cosh? (g)

que sao facilmente deduzidas a partir das definigdes das respectivas fungdes envolvidas.

ii) Temos



2senh(z) = e*—e™*

Il

Q

Q

—+

=
/_\

I

—+

Q

=

=
[\') —_—
(CIEAN
N —

3 1
~ senh(z)

iii) Temos

2cosh(z) = e + e~
= coth ( ) + tanh (%)

cosh? ( ) + senh? (%)

~ senh (2 cosh ()

cosh(z’)

enh(z’)

= cosh(z) =

o que conclui a demonstragao.

5.5 Lei dos senos e lei dos cossenos

Seja um tridngulo retangulo ABC como na figura abaixo.

= coth(z).

= coth(z),

84

(5.22)

(5.23)
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Figura 56 — Triangulo retangulo hiperbolico ABC com partes a, b, c, , .

Fonte: Agustini (2022, p.120).

Chamaremos tal triangulo de tridngulo retangulo com partes a, b, c, A, u.

Corolirio 5.5.1. Sejam r uma reta e P ¢ r. Tracemos o segmento PE perpendicular a r com
E € r. Tracemos um segmento PC perpendicular a PE de modo que seja possivel tracar a reta
CD perpendicular a PC com D € r. Tracemos o circulo de centro P e raio a = ED. Esse
circulo determina dois pontos A, A’ € CD. Entdo, as retas s = AP e s’ = A’P sdo paralelas a

r passando por P.

Dado um triangulo retangulo, € possivel construir, ou associar, outros quatro tridngulos
retangulos bastante especiais utilizando o conceito de nimeros complementares. Vamos utilizar
dois desses triangulos no desenvolvimento de uma féormula analoga ao Teorema de Pitagoras
para a Geometria Hiperbolica. Esses triangulos aparecem de modo natural na demonstragdo da
proposi¢do que nos permite construir geometricamente uma reta paralela a uma reta dada, como

no Corolario 5.5.1.

Proposicio 5.5.1. Dado um tridngulo retangulo com partes a, b, c, A, u, existem os triangulos

retangulos.

i) com partes m’, b, l, y, @', sendo m’ o numero complementar de m;

ii) com partesl’, c’, b’, &', u, sendo l', ¢’ e b’ os numeros complementares de [, c e b, respec-

tivamente.
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a a a =0(a) @ =n/2-a | =6"1(a)
b’ b| B=6(b) [B=r/2-B|b=6"(B)
¢ c| y=0() |¥Y=r2-y|=0"()
Ul 1=0Y) [A]V=r/2-2] I"'=67"T1)
p lm=0"w) | p | =n/2-p|m =6"()

Quadro 5.1 — Tabela com os numeros complementares

0 é a fungdo dngulo de paralelismo e, como constatado nas condi¢oes acima, m’, l’, ¢’

e b’ sdo numeros complementares de m, 1, c e b, respectivamente.

A partir dos cinco numeros a, b, ¢, A, u das partes de um triangulo retangulo, podemos
construir outros quinze niameros por meio da funcao angulo de paralelismo e dos nimeros com-
plementares, que estao apresentados na tabela abaixo. Desses vinte numeros, extraimos quatro
quadruplas, duas das quais estdo citadas nos itens (i) e (ii) da Proposi¢ao 5.5.1, que formam
partes de tridngulos retangulos.

A figura abaixo apresenta os triangulos retangulos de partes m’, b, [, y, o’ e partes I/, ¢’,

b’, a, u da Proposigdo 5.5.1.

Figura 57 — Tridngulo retangulo hiperbdlico e seus elementos.

Fonte: Agustini (2022, p.121).

Proposi¢ao 5.5.2. Em um triangulo retangulo com partes a, b, c, A, p valem as relagoes:
1. senh(c) = senh(a) cosh(l);
2. cosh(l) = senh(c)senh(a’),

3. cosh(c) = senh(l) senh(m);
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4. cosh(a’) = senh(/l) senh(d’);

nas quais a’ e b’ sdo numeros complementares de a e b, respectivamente; | e m sdo tais

que 6(1) = A e O(m) = p, sendo 0 a fun¢do angulo de paralelismo.

Dem.: (1) Consideremos a figura abaixo.

Figura 58 — Construg¢io auxiliar para deduzir senh(c) = senh(a) * cosh(/)

Temos s; = senh(a); z—l = e" = cosh(l — ¢); 5o + s3 = tanh(l) e so = tanh(l/ — ¢).
3

Logo,

senh(a) = s1 = cosh(l — ¢) s3
= cosh(l —c¢) ((s2 + 53) — 592)
= cosh(/ — ¢) (tanh(l) — tanh(/ — ¢))

= cosh(/ — ¢) tanh(/) — senh(/ - ¢)

_ senh(/) cosh(l — ¢) —senh(l - ¢) cosh(/)
B cosh(/)

_senh(l - (I —c¢))

B cosh(l)

_ senh(c)

~ cosh(l)

Portanto,
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senh(c) = senh(a) cosh(/).

(i) Temos senh(c) = senh(a) cosh(l) e, do Item (2) da Proposi¢ao 6.14, senh(a) =
csch(a’). Logo,

senh(c) = cosh(l) = cosh(l) = senh(c) senh(a’).

1
senh(a’)
(ii) Ao triangulo retangulo com partes a, b, ¢, A, u estd associado o tridngulo retangulo
com partes m’, b, [, v, @’ (Proposi¢do 5.5.1, Item (i)). A formula andloga ao Item (2) para este

novo triangulo retangulo ¢

cosh(c) = senh(l) senh(m).

(iii) Ao tridngulo retangulo com partes a, b, c, A, p esta associado (também) o tridngulo
retangulo com partes I’, ¢/, b’, @’, u (Proposi¢do 5.5.1, Item (ii)). A féormula andloga ao Item (2)

para este novo triangulo retangulo ¢

cosh(a’) = senh(b’) senh(/),
como queriamos.
[

Proposicio 5.5.3 (Teorema de Pitagoras Hiperbolico). Em um tridngulo retangulo com hipote-

nusa medindo ¢ e catetos medindo a e b vale

cosh(c) = cosh(a) cosh(b). (5.24)

Dem.: Considere um tridngulo retangulo com partes a, b, ¢, A, u € os numeros [, m tais que
0(l) = 2 e 8(m) = u, sendo 6 a fungdo angulo de paralelismo.

Pelo Item (3) da Proposi¢do 5.5.2 temos

cosh(l) senh(m)
senh(a’)

cosh(c) =
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e, pelo Item (4) da mesma proposi¢ao, temos

cosh(a’) cosh(b’)
h(l) = ————~ h = —,
cosh(/) sonh(D) e cosh(m) senh(a)
Logo,
cosh(a’) cosh(b’) , ,
h(c) = = coth th(b").
cosh(c) senh(b’) senh(a’) coth(a’) coth(?')

Mas, pelo Item (3) da Proposigao 5.4.3, temos

cosh(a’) = cosh(a) e cosh(b") = cosh(b).

Logo,

cosh(c) = cosh(a) cosh(b),

o que conclui a demonstragao.

Consideremos o triangulo ABC da figura abaixo.

Figura 59 — Tridangulo ABC com fung¢@o angulo de paralelismo

A func¢do 6 é o angulo de paralelismo.

Proposicao 5.5.4. Baseados na figura acima, tem-se
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senh(a) senh(b)  senh(c)
sech(l)  sech(m)  sech(n)’

sendo 0(1) = A, 6(m) = ped(n) =v.

Dem.: Supondo, sem perda de generalidade, que b > a e b > c, seja h a altura relativa ao

vértice B, como na Figura 60.

Figura 60 — Altura h relativa ao vértice B usada na dedug@o da Lei dos Senos Hiperbolica.

Fonte: Agustini (2022, p.123).

Pelo Item (1) da Proposi¢do 5.5.2 temos

senh(c) = senh(/) cosh(/)
senh(a) = senh(h) cosh(n)

Logo,

senh(a)  cosh(n)  sech(l) senh(a)  senh(c)
senh(c)  cosh(l)  sech(n) = sech(l) ~ sech(n)’

De modo anélogo,

senh(b)  senh(c)
sech(m)  sech(n)’

o que conclui a demonstragao.
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Proposicao 5.5.5. Seja ABC um triangulo com lados medindo a, b e c e dngulos internos
opostos medindo A, u e v, respectivamente (veja Figura 60). Entdo:
cosh(a) = cosh(b) cosh(c) — senh(b) senh(c) tanh(l),
sendo 0(1) = A.

Dem.: Consideremos a figura acima, supondo que u seja o maior angulo do triangulo.

Pelo Teorema de Pitagoras Hiperbélico:

cosh(a) = cosh(h) cosh(b — d)

cosh(c) = cosh(h) cosh(d)

Logo,
cosh(a) = (C;Zilgccl; cosh(b — d)
= SZSEECC[; (cosh(b) cosh(d) — senh(b) senh(d))
= cosh(b) cosh(c) — cosh(c) senh(b) tanh(d).
Mas,

tanh(d) = tanh(c) tanh(l). (5.25)

De fato:
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(i) senh(/)
tanh(/) = cosh (1)
cosh(h’)
(iiy cosh(d’)
- cosh(h)
cosh(h)
cosh(h)
(iiiy cosh(d)
B cosh(h)
cosh(h)

1) Item (4) (numerador) e Item (1) (denominador) da Proposicdo 5.5.2;
i) Itens (2) e (3) da Proposi¢ao 5.4.3;
ii1) Teorema de Pitagoras Hiperbdlico.

Desta forma,

senh(c)
cosh(c)

= cosh(b) cosh(c) — senh(b) senh(c) tanh(l),

cosh(a) = cosh(b) cosh(c) — cosh(c) senh(b) tanh(/)

o que conclui a demonstragao.

Com os resultados acima, estamos em condi¢des de estabelecer uma expressao analitica

para a ja apresentada fun¢do dngulo de paralelismo.

Proposi¢ao 5.5.6. Seja

0:R— (0,7) ar—0(a) =«

a fungdo angulo de paralelismo. Entdo,

0(a) = arccos(tanh(a)),
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ou seja,

cos(a) = tanh(a).
Dem.: Sendo 6 a fungdo angulo de paralelismo, vimos que se trata de uma bije¢ao continua.

Levando-se em conta que

tanh : R — (-1,1) e cos: (0,m)— (-1,1)
x +—> tanh(x) x > cos(x)

sdo bijecdes continuas, podemos definir a fun¢io continua

f:(0,7) — (0,7), @+ arccos(tanh(67(a))),

ou seja,

tanh(a) = cos(f(a)).

Nosso objetivo ¢, portanto, mostrar que f ¢ a fun¢do identidade.

Primeiramente, vamos restringir a ao intervalo [O, %] , 0 que equivale a considerar, de-
vido a defini¢do da fung¢do angulo de paralelismo, a > 0.

Consideremos @ = a1 + ay com @7 € @y ho intervalo [O, g] Sejam ay, ao tais que
0(ay) = a1 e 68(az) = as, e h < min{ay,as}. Logo, é possivel construir dois tridngulos
retangulos ADB e ADC (veja a Figura ??).

Pela Proposicao 5.5.5 temos

cosh(q + r) = cosh(b) cosh(c) — senh(b) senh(c) tanh(a).

Isolando tanh(a) e substituindo em cos( f(a)) = tanh(a) temos

cosh(b) cosh(c) — cosh(g +r)
senh(b) senh(c)

cos(f(@)) =

cosh(q) cosh(r)
senh(b) senh(c)

cos(f(a)) = coth(b) coth(c) — (5.26)
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Figura 61 — Triangulos retangulos ADB e ADC para demonstrar que a funcao angulo de paralelismo.

Fonte: Agustini (2022, p.124).

(i) Manipulando o termo coth(b) coth(c).
Utilizando a férmula 5.25 nos dois tridngulos retangulos ADB e ADC (Figura 61) temos

tanh(h) = tanh(b) - tanh(ay) = tanh(b) - cos(f(a1))

tanh(h) = tanh(c) - tanh(as) = tanh(c) - cos(f(a2))

o que nos fornece

coth(b) coth(c) = coth?(h) - cos(f(a1)) - cos(f(az)) (5.27)

cosh(q) cosh(r) .
senh(b) senh(c)’
Temos, utilizando o Teorema de Pitdgoras Hiperbolico e a formula 5.25,

(ii) Manipulando o termo

cosh(q) cosh(r)  cosh(q)cosh(h) cosh(r)cosh(h)
senh(b) . senh(c)  senh(b)senh(h) ' senh(c) senh(h)

_ coth(h) coth(h) _ tanh(a;) tanh(as)
~ coth(b) senh(h) . coth(c) senh(h) — senh(b) . senh(c)
cos(f (a1))

- senh(b) senh(c)”
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Analogamente
cosh(r)  cos(f(a2))
senh(c)  senh(h)
Logo,
cosh(q) cosh(r) 9
senhi(b) senh () cosh”(h) cos(f(a1)) cos(f(az)) (5.28)
(iii) Manipulando o termo ESEEEZ; zggigg .
cosh?(a) — 1 _

Tomando o quadrado dos dois membros de tanh(a) = cos(f(a)) temos 5
cosh”(a)

1 —sen?(f(a)), o que significa sech(a) = sen( f(a)). Do Item (1) da Proposigdo 5.5.2 temos

senh(q) _ senh(q)
senh(b)  senh(gq) cosh(ai)

= sech(ai) = sen(f(ay)).

Analogamente
senh(r)
(o) = S (@),
Logo,
senh(q) senh(r)
senh(b) senh(c) sen(f(a1)) sen(f(a2)) (5.29)

Substituindo 5.27, 5.28 € 5.29 em 5.26 temos

cos(f(a)) = (COShQ(l’l) - COShz(lfl)) cos(f(a1)) cos(f(az)) —sen(f(ay))sen(f(a2))

ou seja

cos(f(ay + az)) = cos(f(a1) + f(a2)) = fl(a1+a2) = f(a1) + f(a2).

(1)Sejamn e Nex € ]O, 21] Logo,
n
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J(nx) = nf(x).

. n o o Vg
(2) Sejam r = — € Q, com n € m inteiros positivos, e x € ]O, 2—] Logo,
m n

mf(l%x) :f(m%x) = f(nx) =nf(x) = f(rx) =rf(x).

(3) Sejam s e x reais positivos tais que x e sx pertencem ao intervalo ]O, 5] . Seja () jen
AL s , . . . T
uma sequéncia de numeros racionais convergindo para s de tal modo que r;x € ]O, 5] Como

f € continua, temos

sF() = (im rj)f() = lim ryf() = lim f(rx) = fs) = f(s2) = s/ ().

Observemos que

tanh(0) = cos(f(0(0))) = 0= cos(f(g)) = f(z) = %

Logo, fazendo a = sg € ]O, g] temos

for=1(55)=51(5) = 5 =

ou seja, f(a) = a vale no intervalo ]0, g]

Para a € ]g, 7T[ temos, devido & defini¢do da Fun¢do Angulo de Paralelismo, a < 0.

Logo,

cos(f(@)) = cod f(0(@))) = tanh(a) = — tanh(-a) = - cos(f(0(-a)))
= —cos(0(—a)) = cos(m — 0(—a)) = cos(f(a)) = cos(a),

. , . T . ~
ou seja, f(a) = a vale também no intervalo ]5’ m [, o que conclui a demonstragao.
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5.6 Comparacio entre as Trigonometria Hiperbolica e Euclidiana

Nesta secdo, apresentamos uma comparagao entre a Trigonometria Euclidiana e a Tri-
gonometria Hiperbdlica. Como materiais de referéncia, tomaram-se como base as obras de
Agustini (2022) e Barbosa (1995a).

Segundo Barbosa (1995a), a trigonometria surgiu nos estudos das aplicacdes a proble-
mas praticos e das relagdes entre os lados de um triangulo. Em dado momento, iniciou-se o
estudo desses tridngulos a partir do circulo trigonométrico, forma de trabalhar a trigonometria
que nasceu com o0s gregos. Neste contexto, torna-se interessante apontar que a principal dife-
renca entre as trigonometrias hiperboélica e euclidiana estd na sua propria defini¢ao. Enquanto
a Trigonometria Euclidiana ¢ construida sobre uma circunferéncia unitaria centrada na origem
x? + y% = 1, a Trigonometria Hiperbolica é construida sobre uma hipérbole unitaria da forma
x?—y2=1.

Figura 62 — Triangulos retangulos ADB e ADC para demonstrar que a funcao angulo de paralelismo.

cf

Fonte: Elaborado pelo autor .

Neste contexto, as funcdes seno, cosseno e tangente sao definidas sobre uma das re-
gides mencionadas. A Trigonometria Hiperbolica ¢ definida pelas equagdes doa seg¢do 5.3 5.11,
5.12 e 5.13. Assim, ao tomar e como unidade de medida, as fungdes trigonométricas surgem
naturalmente da geometria hiperbdlica.

Nos capitulos anteriores foram apresentados alguns resultados acerca do estudo de trian-

gulos hiperbdlicos. A fim de destacar com mais precisao estes resultados, tomaremos x definido



98

_— 1 . . . ~
na Proposi¢do 5.2.1 de tal modo que x = 7> assim como também a Figura 63 como representacao

grafica.

Figura 63 — Tridngulo de referéncia para comparacdo das formulas trigonométricas.

Fonte: Agustini (2022, p.132).

Uma das construgdes matematicas que mais fundamentam a construgdo da Trigonometria
Hiperbdlica sdo os horocirculos. Sua forma para construgao de distancia definida no Capitulo
5, assim como as propriedades entre os comprimentos de arcos de horocirculos, sdo base para a
constru¢do da Trigonometria Hiperbdlica. De um modo geral, € possivel dizer que os horocir-
culos sdo tao importantes para a geometria hiperbolica quanto o circulo trigonométrico € para a
Geometria Euclidiana.

Desenvolveremos agora essas formulas a fim de compara-las com as formulas usuais da
Trigonometria Euclidiana. De acordo com a férmula de Taylor para senh(x/k) e sen(x/k) em

torno de zero, para n variando de zero até infinito, temos:

© <o h(”)(O) (;(_C) X x3 %0
senh( ) Z :E+W+5!?+'“ (5.30)
E
00 (n)(O) z) 3 5 7
Sen k _ X X X X
sen(3) = =k aE e aE 631

n=0
Note que, pelas expansdes da formula de Taylor, as fungdes seno e seno hiperbdlico sdo

semelhantes, sendo que a diferenga entre elas esta nos sinais: no seno, os termos alternam entre
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positivo e negativo, enquanto no seno hiperbolico os termos sao sempre positivos. Analoga-

mente, temos:

= cosh(”)(()) (%) x? x
COSh( ) Z_;) . :1+W+m+... (532)
E
00 (n) x\" 2 4 6
X cos'™ (0) (k) X X X
COS(%):Z 7l =l et e et (5.33)

Assim, para valores muito grandes de k, podemos considerar as aproximagdes para seno

e cosseno hiperbdlicos a seguir:

senh (%) ~ % (5.34)
cosh (%) ~ 14+ Qx—; (5.35)

Note que estas aproximagdes 5.34 e 5.35 também podem ser comparadas com as aproxi-
macdes decorrentes das fungdes seno e cosseno cldssicas. Dessa comparagdo, obteriamos como

principal diferenga o cosseno, que assume a seguinte forma:

x2

cos (%) ~1-—5 (5.36)

5.6.1 Teorema de Pitigoras Hiperbdlico

Deste modo, substituindo os valores encontrados nas equagdes (5.34) € (5.35) na equagao

a seguir e obteremos o seguinte desenvolvimento:

cosh (%) = cosh (%) cosh (%) (5.37)
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c? b2 a’®
1+ —=21+—=||1+ = 5.38
2k? ( 2k2) ( 2k2) (538)
a® b>  a’b?
~1l4+—+—=+ 5.39
2k2  2k?  4k4 (5:39)
25,2
) o ah
cc~a"+b +2k2 (5.40)
Donde, para valores de k muito grandes, teremos:
c?~a’+b? (5.41)

que ¢, aproximadamente, o teorema de Pitagoras euclidiano.

5.6.2 Lei dos Senos Hiperbolica

Podemos aplicar o mesmo desenvolvimento anterior para a lei dos senos hiperbdlicos do

seguinte modo:

senh(%) senh (%) _ senh(%)

= = (5.42)
sen a sen 8 sen v
a b <
L £ o & (5.43)
sena senfl senvy
b
2~ ~ S (5.44)

sena senf3 senvy

que ¢, aproximadamente, a lei dos senos euclidiana.

5.6.3 Lei dos Cossenos Hiperbdlica - versdo 1

Podemos aplicar o mesmo desenvolvimento para a lei dos cossenos hiperbolicos - versao

1 do seguinte modo:

cosh (%) = cosh (%) cosh (%) — senh (%) senh (%) cos v (5.45)
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2 2 b2 b
1+C—z(1+“—)(1+—)—9-—cosv (5.46)

2k? 2k?2 2k? k k
a? b2 a’b®* ab
:1+2k2+2k2+ 1 —ﬁcosv (5.47)
2~ 4%+ b2 - 2ab ab” 5.48
~ -2 + — .
c“=a’+ ab cosv e ( )
c? ~a®+b?-2abcosv (5.49)

para k grande, que €, aproximadamente, a lei dos cossenos euclidiana.

5.6.4 Lei dos Cossenos Hiperbdlica - versdo 2

Podemos aplicar o mesmo desenvolvimento para a lei dos cossenos hiperboélicos - versao

2 do seguinte modo:
a cos BcosVy + cos a

cosh (—) = (5.50)

k sen B sen v

a €os B CosV + cos

L+ 22 sen B sen v (5-51)
by o

sen Bsen v ~ cos f3Cos Vv + cos @ (5.53)
—cosa = cos 3cosV + sen Bsen v (5.54)
cos(m — a) ~ cos(B + v) (5.55)
T—a~fB+v (5.56)
Tra+B+v (5.57)

Com isto, note que para um valor x suficientemente pequeno ( ou equivalentemente k
grande), as formulas hiperbodlicas se aproximam das euclidianas como caso limite. Equivalente-
mente, tridngulos suficientemente pequenos em uma superficie hiperbdlica comportam-se como
triangulos euclidianos.

Ainda temos o seguinte quadro 5.2 que apresenta um resumo das principais caracteristi-

cas e diferencas entre as trigonometrias hiperbolica e euclidiana.
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Quadro 5.2 — Comparagdo entre as trigonometrias euclidiana (azul), hiperbolica (vermelho) e (preto) Expansao por
Série de Maclaurin

Comparacio das Trigonometrias

B Hiperbolica M Euclidiana B Expansio por Série de Maclaurin
: b
cosh (g) = cosh () cosh (ﬁ)
Teorema de Pitagoras k k k
c?2=a’+b?
a’b?
Para k — co: ¢2 = a? + b2 +
2k?
] L .
senh (%) B senh (ZJ) B senh ((Z)
Lei dos Senos sen /l sen u senvy
a b c

send senu senv

<

cosh (£) = cosh (¢) cosh (}f) — senh (¢) senh (%) cos v

Lei dos Cossenos (1)

2 =a%+b%2-2abcosv

2b2
~a?+ b%-2abcosv + @
2k?

Para k — co: ¢2

c cos A cos i + cos v
cosh(—| =

Lei dos Cossenos (2) sendsen u

m =a+ B+ v (soma dos angulos internos)

Para k — co: 1 ~ @ + B + 7y (tridangulo euclidiano)

x X x°
~ E+3|k3+r|k5+.“
Expansdo de senh(x/k) e sen(x/k) ik o).cs
K3k T Egs
Os sinais alternam a cada duas poténcias
2 o
1+ szt ﬁ +
Expansio de cosh(x/k) e cos(x/k) 2xl§ 4xl‘(1
Dozt T

Os sinais alternam a cada duas poténcias

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.6.5 Teorema de Pitagoras

Ao observar os dois Teoremas de Pitdgoras, surge a seguinte divida: por que o teorema
de Pitagoras classico ¢ uma soma de quadrados, enquanto o teorema de Pitagoras hiperbolico
¢ um produto entre cossenos hiperbdlicos? A resposta para essa pergunta estd na forma como
a distancia ¢ medida na geometria euclidiana e na geometria hiperbdlica. Note que a distancia
entre dois pontos na geometria euclidiana se da pelos quadrados dos comprimentos. J& na ge-
ometria hiperbolica, como vimos na Proposicao 5.2.2, a distancia entre pontos de horocirculos

tem crescimento exponencial, o que se reflete na forma do teorema de Pitagoras hiperbolico que
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foi apresentado, ou seja, o produto entre dois cossenos hiperbolicos.

5.6.6 Axioma de Lobachevsky e Trigonometria Hiperbdlica

Cabe destacar que a modificagdo no axioma das paralelas gera estruturas geométricas
novas, como os tridangulos ideais, os quadrilateros de Saccheri e de Lambert, horocirculos, entre
outros. Nos tridngulos, por exemplo, as relagdes de congruéncia classicas da Geometria Eucli-
diana ainda sdo validas (pertencem a geometria neutra). Com a adi¢ao dos triangulos formados

por pontos ideais, novas relacdes de congruéncia sdo formadas.

Quadro 5.3 — Casos de congruéncia de tridngulos ordinarios e generalizados

Casos de Congruéncia

B Euclidiana (ordinarios) B Hiperbolica (generalizados)
Caso Sigla Tridngulo
lado, angulo, lado LAL ordinario ABC qualquer
lado, lado, lado LLL ordinario ABC qualquer
angulo, lado, angulo ALA ordinario ABC qualquer

lado, angulo, angulo oposto (ao lado) | LAAg ordinario ABC qualquer

lado, angulo LA generalizado ABQ qualquer
angulo, angulo AA generalizado ABQ qualquer
isosceles generalizado — generalizado ABQ isdsceles

Fonte: Elaborado pelo autor.

No capitulo de trigonometria, varios triangulos ideais aparecem nas demonstragdes como
representacdes graficas. Isso ilustra como a troca do postulado das paralelas (base da Geometria
Euclidiana) pelo postulado de Lobachevsky gera uma nova teoria, com novas proposigdes e

objetos matematicos.
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A comparagao direta entre as duas trigonometrias revelou que, quando os tridngulos sao
suficientemente pequenos, as formulas hiperbdlicas aproximam-se das euclidianas. Esse com-
portamento ¢ consistente com a ideia de que a Geometria Euclidiana ¢ o caso limite local da
geometria hiperbolica.

Além disso, ao longo do presente TCC foram discutidos diversos topicos matematicos.
As proposigdes de geometria neutra sdo conhecimentos comuns dos licenciandos, visto que sao
componentes de Geometria [ dos cursos de licenciatura. No entanto, seu estudo pela perspectiva
historica e no contexto da axiomatica de Hilbert proporciona ao licenciando novas percepgdes
da matematica, além de estabelecer bases solidas para a constru¢do da Geometria Hiperbolica.

Contudo, ao estudar a geometria hiperbdlica isoladamente, percebeu-se que as figuras
sdo construidas a partir de nogdes planas ndo sdo intuitivas (ainda que sejam validas as con-
clusdes) e dificultam o processo de aprendizado. Desse modo, fez-se necessario utilizar de um
modelo de Geometria Hiperbolica. Assim, o modelo do disco de Poincaré foi escolhido a fim
de proporcionar uma melhor visualizagdo geométrica.

Com esse modelo estabelecido, € imprescindivel para a comparagao entre trigonometrias
que se tenha dominio dos conceitos basicos da geometria hiperbodlica, pois eles sdo utilizados
ao longo de todo o desenvolvimento da teoria. Apesar de essa configuragdo de escrita ser his-
toricamente comum, perpetuando-se desde Euclides, esse estudo proporciona um aprendizado
gradual e com sentido formal, necessério para compreender os principais resultados e constru-
¢oes da Trigonometria Hiperbdlica.

Entre esses conceitos fundamentais, a substitui¢ao do postulado das paralelas de Euclides
pelo axioma de Lobachevsky introduz uma classificagao mais rica de pontos no plano hiperbo-
lico. Além dos pontos ordindrios, surgem os pontos ideais no infinito, associados as direcdes de
paralelismo, e os pontos ultraideais (comuns a retas que nao se intersectam, mas que possuem
uma perpendicular comum). Essa ampliacdo permite generalizar conceitos como triangulos,
congruéncias e bissetrizes, culminando nos tridngulos generalizados (com vértices ideais), fer-
ramentas essenciais para a constru¢do da trigonometria hiperbolica e para a compreensao da

geometria como um sistema axiomatico aberto.
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Os horocirculos que sao curvas limite obtidas quando o centro de uma circunferéncia
tende a um ponto ideal desempenham papel fundamental na teoria. Eles substituem as retas pa-
ralelas como referéncia para a definicdo de distancias e arcos correspondentes, e sdo a base para
a deducao das fungdes hiperbodlicas. Demonstra-se que arcos correspondentes em horocirculos
concéntricos decaem exponencialmente com a distancia, o que estabelece a conexao direta entre
a geometria hiperbolica e as fungdes senh, cosh e tanh.

A partir dessas funcdes, as relagdes fundamentais como Teorema de Pitagoras, Lei dos
Senos e Lei dos Cossenos sao preservadas em sua estrutura formal, mas passam a ser expressas

por fungdes hiperbolicas:

* Teorema de Pitagoras Hiperbdlico:

cosh(c) = cosh(a) cosh(b);

* Lei dos Senos Hiperbolica:

senh(a) _ senh(b) _ senh(c)

sen @ sen sen v

* Lei dos Cossenos (versao 1):

cosh(c) = cosh(a) cosh(b) — senh(a) senh(b) cos v;

* Lei dos Cossenos (versao 2):

cos B cOsV + cos

cosh(a) =

sen 3 sen v
Em relagdo a questao inicial “de que modo a substitui¢do do Axioma das Paralelas altera
as relagodes trigonométricas?” concluimos que todas as relagdes se transformam pelo uso das
fungdes hiperbolicas (senh, cosh, tanh) em lugar das fungdes trigonométricas circulares. Essa
troca preserva a estrutura formal das leis (Pitdgoras, senos, cossenos), mas modifica profun-
damente o comportamento métrico, especialmente para grandes comprimentos, onde o carater

exponencial da geometria hiperbdlica se manifesta.
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Para além dos resultados aqui apresentados, pretende-se seguir com o estudo dentro da
geometria hiperbolica, mais especificamente continuar os estudos a partir da geometria diferen-
cial, a fim de estabelecer bases para o estudo de grupos de isometria. Por fim, este trabalho
de conclusdo de curso cumpre seu papel de oferecer ao leitor uma comparagdo entre as duas
trigonometrias, contribuindo tanto para o aprofundamento matematico do licenciando quanto
para sua formacdo pedagogica. Ao final deste trabalho de conclusdo de curso, obteve-se uma
monografia que atende aos trés objetivos principais: contextualizar o leitor no tema, aprofundar

os conhecimentos sobre trigonometria e contribuir para a formagao matematica do licenciando.
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Apéndice A
Este apéndice apresenta uma série de axiomas e proposi¢des de geometria neutra. Estas
conclusdes formam a base axiomadtica de ambas as geometrias presentes neste trabalho. Em
resumo neste apéndice encontram-se os axiomas de Hilbert, algumas conclusdes de congruéncia

entre tridngulos, teorema dos angulos alternos internos, existéncia de retas perpendiculares e

teorema do angulo externo.

A.1 Conceitos Basicos de Geometria Neutra

Este apéndice apresenta as demonstragdes das principais proposicdes utilizadas ao longo deste

trabalho.

A.1.1 Axiomas de Hilbert

A seguir temos uma breve apresentacao dos axiomas de Hilbert, estes sdo organizados em cinco
categorias, Axiomas de Incidéncia, Axiomas de Ordem, Axiomas de Congruéncia e Axiomas de

Continuidade.

A.1.2 Propriedades das paralelas

Proposicao A.1.1. Se uma reta é paralela, passando por um ponto e em um determinado sentido,
a uma reta dada, entdo, ela é, em cada um de seus pontos, paralela no mesmo sentido a reta

dada.

Dem.:
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Figura 64 — Paralela a direita

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na figura acima, suponha que a reta m que passa por A e B seja uma das paralelas a
n passando por P. Digamos, a paralela a direita. Seja R um ponto qualquer de m. Devemos
mostrar que m ¢ também uma das retas paralela a reta n passando no ponto R e que ¢ paralela a
direita. Existem dois casos a considerar.

Caso 1. O ponto R esta no lado do ponto P que fica na dire¢do do paralelismo. Trace
PQ e RS perpendiculares a n. Vamos mostrar que toda reta passando por R e entrando no angulo
SBR corta a reta n. Seja RT um segmento de uma de tais retas. Escolha nele um ponto qualquer
U. Trace PU e RQ. Pelo paralelismo no ponto P, temos que areta PU deve cortar n em um ponto
M e, pelo axioma de Pasch, deve cortar o segmento RQ em um ponto N. Novamente usando
o axioma de Pasch, concluimos que RU, se prolongado, deve cortar o lado OM do triangulo
ONM. Dai o resultado.

Caso 2. O ponto R estd no lado do ponto P oposto ao paralelismo. Neste caso, a prova

¢ essencialmente a mesma.
[ |

Proposicao A.1.2. Se uma reta é paralela a uma segunda, entdo, a segunda é paralela a pri-

meira.

Dem.:
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Figura 65 — Retas paralelas

Fonte: Elaborado pelo autor.

Considere as retas m e n que passam pelos pontos A e B, e C e D, respectivamente,
como na figura acima. Seja P um ponto do segmento AB. Suponha que m seja a paralela a
reta n passando por P em uma dire¢io, digamos a da direita. Trace PQ perpendicular a n e QR
perpendicular a m. O ponto R ficara a direita do ponto P (do lado do paralelismo), do contrario o
triangulo PQR teria dois angulos ndo agudos, o que € proibido pelo teorema do angulo externo.
Devemos provar que a reta n ¢ paralela a reta m passando pelo ponto Q.

Para isto, temos de provar que toda reta que passa pelo ponto Q e divide o angulo R/Q\D,
intercepta a reta m. Considere uma de tais retas e seja E um de seus pontos dentro daquele an-
gulo. Trace PF perpendicular a esta reta. O ponto F pertence a semi-reta de origem Q passando
por E. O leitor deve verificar este fato como exercicio. Na semi-reta SPQ (semi-reta de origem
P e passando por Q), marque um ponto G, de modo que PG = PF. O ponto G € PQ, ja que

PF < PQ, como cateto e hipotenusa de um tridngulo retdngulo. Trace a perpendicular GH ao

segmento PQ e construa um angulo GPI igual ao angulo FPB. Seja J o ponto onde a semi-reta
SP; corta a reta n. Como a semi-reta SGH corta o lado PQ do tridngulo PQI, mas nio corta
o lado QJ, entdio, deve cortar PJ em algum ponto K’. Em SPp marque um ponto L tal que
PL = PK’ e trace FL. Observe que os tridngulos PGK’ e PFL sio congruentes. Consequente-
mente, PF'L = PGK’ = 90°. Logo, os pontos Q, F, E e I sdo colineares. Portanto, a semi-reta

SQF corta a reta m, como queriamos demonstrar.
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Proposicao A.1.3. Se duas retas sdo paralelas a uma terceira, na mesma diregdo, entdo, sao

paralelas entre si.

Dem.:

Figura 66 — Figura de apoio a demonstragdo de paralelismo entre trés retas

U AY
A I B
W z

Fonte: Elaborado pelo autor.

Primeiro, vamos considerar o caso em que a terceira reta esta entre as outras duas.
Considere as retas como na figura acima, sendo, a reta m, que passa por A e B, e a reta m’, que
passa por C e D, paralelas a reta n, que passa por E e F, ambas na mesma dire¢do. Podemos
supor que o segmento AC é perpendicular a CD. Considere uma reta que passe nos pontos A
e H, este ultimo situado dentro do angulo CAB. Como m é paralela a n, esta corta a reta que
passa pelos pontos E e F em algum ponto, digamos . Trace CI. Usando o Teorema anterior,
sabemos que a reta que passa por E e F ¢ paralela a reta que passa por C e D. Logo, a reta que
entra no angulo CIF deve interceptar a que passa por C e D. Isto prova o resultado neste caso.
Agora, vamos considerar o caso em que as duas retas, m e m’, estdo do mesmo lado da terceira,
n. Considere as retas como na figura abaixo. Suponha que m’ seja a reta que esta entre as outras
duas. Tome um ponto P € m. Considere a reta m”, passando por P, paralela a m’, na mesma
direcdo do paralelismo (de m com relagdo a n).

De acordo com a primeira parte provada, m” € paralela a n. Como m também ¢ paralelaan e o

paralelismo de m ¢ m” é na mesma dire¢do, concluimos que m = m”, ja que a paralela, em uma
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determinada dire¢do e passando pelo mesmo ponto, € tinica. Consequentemente, m € paralela a

m'.

A.1.3 Proposi¢oes Importantes

Proposicao A.1.4. Se para dois triangulos ABC e A1B1Cy as congruéncias AB = A{By, B =

By e BC = B1Cy valem, entdo os tridngulos sdo congruentes.

Figura 67 — Triangulos Congruentes LAL

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.:

Pelo axioma 4.1.12 de congruéncia, valem a congruéncia C = él e A = A}. Resta
mostrar a congruéncia AC = A;C;. Suponha, por absurdo, que os segmentos ndo sejam con-
gruentes. Seja d um ponto do raio A;C; tal que CA = C;D. Como veremos, ndo importa que

D esteja entre A; e Cq, ou ndo. O importante ¢ que D esteja do lado de B1Cy que contém Aj.

Comparando os tridngulos ABC e¢ A;B1C; obtemos as congruéncias: BC = B1C; ¢ C = él.
Pelo axioma 4.1.12 de congruéncia temos B=CBD e, por hipotese, B = C1B1A;. Isso con-
traria o axioma 4.1.11 de congruéncia, pois existem dois raios emanando de B para um mesmo

lado da reta B;C; formando angulos com B;C; congruentes a B.

A

Proposicio A.1.5. Se para dois trigngulos ABC e A’B'C’ as congruéncias B = B’,B,C =

B’,C" e C = C’ valem, entdo os triangulos sdo congruentes.
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Figura 68 — Triangulos Congruentes ALA

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: E suficiente mostrar a congruéncia B, A = B/, A’, pois, feito isso, a congruéncia segue
pelo critério LAL. Suponha, por absurdo, que B, A ¢ B’, A’ ndo sejam congruentes. Seja D
um ponto de B’C’ tal que B, A = B’, D. Examinemos 0s triangulos A(B,C,A) e A(B’,C’, D).
Como B, A = B, D, B/CE = fﬁSW\C’ e B,C = W, pelo critério LAL, os triangulos sao

congruentes. Isso contradiz o axioma 4.1.12 de congruéncia, pois existem dois raios emanando

de C’ para 0 mesmo lado da reta B’C’ determinando 4ngulos com C’B’ congruentes a C.
[

Lema A.1.1. Se E é um ponto no interior do dngulo CBA, entdo o raio BE intersecta o segmento

C, A num ponto D com C * D * A.

Figura 69 — Lema do ponto no interior do angulo: raio BE intersecta o segmento AC.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Dem.: Escolhaumponto A’ € CA, tal que A’*A+C eum ponto B’ € BC tal que B’«B=C. Essa
construgdo € possivel pelo axioma 4.1.9 de congruéncia. Esses pontos estdo no semiplano da reta
BA que ndo contém C. Como semiplanos sdo conexos por segmentos, B/, A’ esta no semiplano
citado. Observemos que dois raios que emanam do mesmo ponto somente se intersectam nesse
ponto. Considere o tridngulo B'CA’. Como a reta BE intersecta o interior de B/, A’, pelo axioma

de Pasch, ela intersecta ou o lado B’, A’ ou o lado C, A’. Caso o raio BE intersectasse um dos

segmentos B’, A’, A’, A ou incidisse no ponto C, ele intersectaria os raios do angulo num ponto
diferente de B, o que seria uma contradi¢dao. Logo, a interse¢cdo ocorre num ponto D do segmento

C,AcomC =D x A.

Proposicao A.1.6. Se para dois triangulos A(B, D, A) e A(B, D, C) as congruéncias [B, D]
[B,D], [B,A] = [s,C] e [D, A] = [D, C] valem, entdo os triangulos sdo congruentes.

Figura 70 — Tridngulos Congruentes LLL

A A A
) |E B e \P B D
C C

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: A menos de uma congruéncia de tridngulos, podemos supor que os ambos os tridngulos
sdo A(B,D,A) e A(B,D,C),onde A e C estdo em lados opostos da reta BD. Seja E a intersec-
¢do do segmento [A, C| com essa reta. A prova, a priori, divide-se em cinco casos, dependendo
da relagdo entre E e os pontos B ¢ D. Sem esfor¢o algum, vemos que os casos E = B+ D e
B+ D x E t€ém demonstragdes similares. Os casos E = B e E = D, idem. Portanto, faremos as

demonstragdes para trés casos, apenas.
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* 1°caso. Se B D = E, entdo A = C porque ambos sdao congruentes a uma “’subtra¢ao”
de angulos das bases de dois tridngulos isésceles. Do critério LAL, segue a congruéncia

procurada.

* 2°caso. Se B* E = D, entaio A = C porque ambos sdo congruentes a uma “adi¢do”
de angulos das bases de dois triangulos isosceles. Do critério LAL, segue a congruéncia

procurada.

* 3°caso. Se E = D, os tridangulos sao retangulos. Pelo mesmo critério segue a congruéncia

procurada.

Proposiciao A.1.7. Se para dois triangulos BA, C e B1A1C1 valem as congruéncias BC = B,Cy,

ELX\C = Bl/AIH e 54\() = Bl/AR’L entdo os triangulos sdo congruentes.

Figura 71 — Demonstragdo do critério de congruéncia AAL (ou LAA).

C C,

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Precisamos apenas mostrar a congruéncia dos lados BA = By, A; e aplicar o critério
LAL. Suponha, por absurdo, que BC nio seja congruente a B1A;. Sem perder a generalidade,
assumiremos que BiA; < BC. Sendo assim, seja D € BC tal que BD = BjA;. Pelo critério
LAL, temos a congruéncia BDC = B1AC;. Por hipdtese e por essa congruéncia de tridngulos
seguem as congruéncias:

ﬁ’zBﬁlzﬁf

. Portanto, o tridngulo D AC tem um angulo externo BDC congruente a um angulo interno nao

adjacente, qual seja, BAC. Tsso contradiz o Teorema do angulo externo. Logo, B,C = B1A;.
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A.1.4 Paralelismo na geometria neutra

Vejamos o teorema dos angulos alternos internos

Teorema A.1.1. Se duas retas sdo intersetadas por uma terceira reta de modo que os angulos

alternos internos sejam congruentes, entdo as duas retas ndo se intersetam.

Figura 72 — Teorema dos angulos alternos internos para retas que nao se intersectam.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Sejam m e n duas retas intersetadas por uma reta / de modo que os angulos alternos
internos sejam congruentes. Suponha, por absurdo, que m € n se intersetam, digamos, num ponto
C. Sejam B e E os pontos de interseccao da reta [ com as retas m e n, respectivamente. Escolha
um ponto A € n tal que EA = BC e que A esteja no lado oposto da reta / que contém C. Vamos
assumir que CBE = AEB. Feito essa construgdo, obtemos pelo critério LAL a congruéncia dos
triangulos (C, B, E) ¢ (A, E, B). Portanto, vale a congruéncia dos angulos C@ = A/B\E Como
os angulos CEB ¢ AEB sio suplementares, 0 mesmo ocorre com os angulos CBE ¢ ABE. Isso
implica que A pertence ao raio oposto de B_(>?, ou seja, pertence a reta m. Como a intersec¢ao

de m e n contém dois pontos distintos, quais sejam, C e A, pelo axioma 4.1.1 de incidéncia elas

sdo iguais. Uma contradicao.
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Proposiciao A.1.8. Para toda reta L e todo ponto C existe uma reta, e somente uma, que incide

em C e é perpendicular a L.

Figura 73 — Existéncia e unicidade da reta perpendicular a uma reta dada por um ponto externo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Inicialmente assumamos que L = BL ndo incide em C.

(Existéncia) Caso a reta CB seja perpendicular a reta L, nada temos a fazer. Se nao,
pelos axiomas de congruéncia, podemos construir um raio BA tal que os angulos CBD ¢ ABD
sdo congruentes, C ¢ A estdo em lados opostos de L ¢ B,C = B, A. Seja E a interse¢io de
C, A com L. O critério LAL garante que os angulos CEB e AEB sio congruentes. Como sao
suplementares, eles sdo retos. Logo, as retas H = CA e L sdo perpendiculares.

(Unicidade) Suponha, por absurdo, que exista uma outra reta H” distinta de H que incida
em C e ¢é perpendicular a reta L. Desse modo, temos uma reta transversal as retas H e H’

formando angulos alternos internos retos, logo congruentes. Pelo teorema anterior, H ¢ H' nao

se intersectam. Uma contradigao.
[ |

Teorema A.1.2. Um dngulo externo de um triangulo é maior que qualquer angulo interno nao

adjacente a ele.
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Figura 74 — Teorema do angulo externo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dem.: Seja BAC um triangulo. Escolha um ponto F tal que B * A * F'. Mostraremos que o
angulo externo CAF ¢é maior que o angulo interno nao adjacente BBA. Suponha, por absurdo,
que CAF = C. Pelo Teorema dos angulos alternos internos, a reta BA ndo interseta a reta BC.
Uma contradi¢do. Agora suponha, por absurdo, que CBF < ACD. Sendo assim, existe £ no
interior do dngulo BCA tal que ECA = CAF. Novamente, pelo mesmo teorema, a reta CE ndo

interseta a reta BA contrariando a proposi¢ao A.1.1.

Proposicao A.1.9. Todo segmento tem um unico ponto médio.

Dem.: Seja AB um segmento de reta. Pela Proposi¢do 3.3, existe um ponto C que ndo estd na
reta AB (Figura 4.7). Pelo Axioma C2, existe uma Unica semirreta BF no lado oposto de AB em
relacdo a C tal que BAC = ABF. Existe um tiico ponto D em BF tal que AC = BD (Axioma
Cl).

Os angulos BAC e ABF sio angulos alternos internos cortados por uma transversal AB
nas retas AC e BD. Uma vez que esses angulos sdo congruentes, podemos concluir que as retas
1<4_C)‘ e BD sio paralelas (Teorema dos Angulos Alternos Internos). Como C e D estdo em lados
opostos de fﬁ, sabemos que o segmento C D intersecta a reta AB em um ponto que chamaremos

E. Como E esta no segmento CD, temos C  E * D.
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Sabemos também que E est4 na reta fﬁ, assim temos uma das seguintes situagdes: E =
A,ou E = B, ou, se eles sdo trés pontos distintos, E « A * B,ou A * B E ou A = E * B (Axioma
B2).

Se E = A, temos CxAx* D, e D esta em ambas 1(4_C>' e <B_D>, o que contradiz a afirmacao de
que essas duas retas sdo paralelas. Se £ = B, de maneira similar, chegamos a uma contradicao.

Se E « A = B, como E e B estao em lados opostos da reta I(R)', areta BD ¢ paralela a I(R)’,
areta E)) nao intersecta 1(4_6)‘ , entdo B ¢ D estao do mesmo lado de f4_C> (Definigdo 2.4); entao,
E e D estdao em lados opostos de 1(4_C>' (Corolario 3.1). Como a intersecgao das retas 1<4_C>’ e ED ¢
o ponto C, temos E * C * D, que ¢ uma contradi¢do ao Axioma B1 pois ja temos C * E * D.

Se A = B x E, os mesmos argumentos podem ser utilizados.

Se A = E = B, ¢ o caso restante. Os angulos CEA ¢ DEB sio opostos pelo vértice,
portanto, congruentes (Proposi¢o 3.13). Como AC = BD e AEC = B/E\D, pelo caso ALA,
AAEC = ABED. Por defini¢do de tridngulos congruentes, temos AE = E B. Isto, juntamente
com A = E = B, implica que E ¢ um ponto médio de AB.

(Unicidade) Suponha que existam dois pontos médios M ¢ N de AB, com A « M B e

A N * B. Entio AM = MB e AN = NB. Se M # N, sem perda de generalidade, suponha
AxM =N = B. Entio AB = AM + MB = 2AM ¢ AB = AN + NB = 2AN. Logo 2AM = 2AN,

donde AM = AN, o que implica M = N, contradicio.

Proposicao A.1.10. 7odo dngulo tem uma unica bissetriz.

Dem.: Dado ER‘, seja D um ponto no interior do angulo tal que AD seja uma semirreta. Pelo
Axioma C1, podemos marcar pontos E e F sobre AB e A—()f, respectivamente, tais que AE = AF.
Trace o segmento EF e seja G o ponto médio de EF (cuja existéncia ¢ garantida pela proposigio
anterior).

Trace a semirreta A_G) Vamos mostrar que A_G) ¢ a bissetriz de BAC.

Os tridngulos AAEG ¢ AAFG tém AE = AF (por construgdo), AG é lado comum, e
EG = FG (pois G é ponto médio de EF). Pelo critério LLL, AAEG = AAFG. Portanto,
EAG = P{IE, o0 que significa que AG é bissetriz de BAC.

(Unicidade) Se existissem duas bissetrizes distintas A_G) e Iw , entdo G e G’ estariam

em semirretas distintas. Pela definicdo de bissetriz, teriamos BAG = CAG e BAG’ = CAG'.
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Pela propriedade de tricotomia para angulos, isso levaria a uma contradi¢do, pois ambas nao

poderiam dividir o &ngulo ao meio de maneira diferente.



