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RESUMO

Este trabalho apresenta uma analise comparativa entre os osciladores harmonicos cléssico
e quantico, destacando suas semelhancas e diferengas fundamentais. No contexto classico,
o oscilador é descrito pelo formalismo hamiltoniano, com trajetorias continuas e energia
variando de forma continua. J4 na abordagem quantica, os observaveis sao representados
por operadores, resultando em niveis discretos de energia e uma energia minima nao nula,
mesmo no estado fundamental. Em sistemas com altos niimeros quanticos, os resultados
quanticos aproximam-se progressivamente das previsoes classicas.

O estudo foi desenvolvido como material de apoio para professores do ensino bésico,
oferecendo uma visao clara das diferengas conceituais entre as duas abordagens. Além
disso, serve como referéncia para estudantes de graduacao em fisica, apresentando de forma
didatica a transicao entre a fisica classica e quantica através deste sistema fundamental. A
comparacao evidencia como um mesmo fenomeno fisico pode ser interpretado de maneiras
distintas em diferentes escalas, enriquecendo a compreensao dos principios que regem cada
teoria.

Palavras-chave: Oscilador harmonico classico, Oscilador harmoénico quantico, Mecanica
classica, Mecanica quantica, Formalismo hamiltoniano.



ABSTRACT

This work presents a comparative analysis between classical and quantum harmonic
oscillators, highlighting their fundamental similarities and differences. In the classical
context, the oscillator is described by Hamiltonian formalism, with continuous trajectories
and continuously varying energy. In the quantum approach, observables are represented
by operators, resulting in discrete energy levels and a non-zero minimum energy, even in
the ground state. For systems with high quantum numbers, quantum results progressively
approach classical predictions.

The study was developed as supporting material for basic education teachers, providing
a clear view of the conceptual differences between the two approaches. Additionally, it
serves as a reference for undergraduate physics students, presenting in a didactic manner
the transition between classical and quantum physics through this fundamental system.
The comparison demonstrates how the same physical phenomenon can be interpreted
differently at different scales, enriching the understanding of the principles governing each
theory.

Keywords: Classical harmonic oscillator, Quantum harmonic oscillator, Classical mechanics,
Quantum mechanics, Hamiltonian formalism.
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1 INTRODUCAO

Os osciladores harmonicos ocupam um lugar importante na fisica, tanto no
contexto classico quanto no quantico. E considerado um dos sistemas mais fundamentais
e amplamente estudados e serve como base para a compreensao de varios fenomenos
fisicos. Para Shankar (1980)), o oscilador harmonico deve ser colocado em seu lugar, em
um pedestal, ao ser um sistema que pode ser resolvido exatamente tanto na teoria classica
quanto na quantica. Como Taylor (2013)) aponta, a anélise de sistemas harmoénicos é
importante para entender o comportamento de sistemas mais complexos porque estes
podem frequentemente ser aproximados como oscilagoes harmonicas proximas a um ponto
de equilibrio.

Neste trabalho serao discutidos os resultados obtidos para o oscilador harmonico,
utilizando o mesmo formalismo matematico, o hamiltoniano, porém com duas abordagens
diferentes: a classica e a quantica. Primeiro serao obtidas as equagoes de movimento do
oscilador classico. O formalismo hamiltoniano sera adotado, pois nos permite realizar a
descrigao do oscilador, sendo esse formalismo muito 1til para descrever sistemas dinamicos
de forma estruturada e sistematica. Esse formalismo nos permite caracterizar a energia de
um sistema em termos de seus componentes cinéticos e potenciais, bem como estabelecer
relagoes fundamentais entre os parametros gerais que regem seu comportamento (Taylor,
2013)).

Em seguida, o mesmo problema sera discutido, porém, utilizando a abordagem
quantica. A principal diferenca é que os observaveis fisicos como posicao e momentum
passam a ser representados por operadores. Griffiths (2018)) destaca a importancia do
oscilador harmonico quantico como um dos poucos sistemas que podem ser resolvidos
exatamente, ao mesmo tempo, em que fornece uma visao profunda do comportamento de
sistemas quanticos mais gerais. Em contraste com a visao cléssica, o oscilador harmonico
quantico fornece o resultado notavel de que, mesmo no estado mais baixo, o sistema tem
energia diferente de zero, sendo resultado das flutuagoes quanticas, demonstrando uma
diferenca marcante em comparacao com a termodinamica classica, em que a energia zero
do sistema é esperada no zero absoluto.

Dessa forma, este trabalho tem o objetivo servir de apoio para o professor de
educacao superior que tenha interesse em conhecer as diferencas entre os osciladores nos
aspectos classicos e quanticos e como material de consulta para alunos da graduacao em
fisica. No Capitulo 2, serd realizada uma revisao tedrica da importancia e aplicagoes do
oscilador harmonico classico, bem como sua descricao matematica a partir do formalismo
hamiltoniano. O Capitulo 3 apresenta uma introdugao ao oscilador harmonico quantico
e uma breve revisao do formalismo quantico necessario para sua deducao, como o uso

de operadores, funcao de onda e a notacao de Dirac. No Capitulo 4, sera feita uma



analise comparativa sobre as principais divergéncias na interpretacao fisica dos resultados
encontrados por meio da descricao de ambos os modelos, principalmente nas grandezas que
representam a energia, a posi¢cao e o momento linear dos sistemas. Por fim, no Capitulo 5

serao apresentadas as consideragoes finais.



2 Oscilador Harmonico Cléssico

Visando uma melhor compreensao a respeito da formulacao do oscilador harmonico
cléssico, este capitulo apresenta o embasamento para a deducao do sistema classico
utilizando o formalismo hamiltoniano. Para tanto, sao revisados os conceitos fundamentais
do movimento harmonico simples, incluindo suas equacgoes caracteristicas e propriedades
gerais. Em seguida, introduz-se a estrutura da Mecanica Lagrangiana e sua correspondéncia
a Mecanica Hamiltoniana, destacando as defini¢oes de coordenadas generalizadas, momento
conjugado e a construgao da fungao Hamiltoniana. Por fim, aplica-se esse formalismo ao

caso especifico do oscilador harmonico, obtendo suas equagoes de movimento.

2.1 Modelo de oscilador harménico classico

Segundo Bloch (1997)), quando qualquer sistema realista vibra com pequena
amplitude em torno de sua posicao de equilibrio, o sistema pode ser descrito como um
oscilador harmonico simples. O oscilador harmonico ¢ um dos sistemas mais fundamentais
na fisica, servindo como base para a compreensao de fenomenos que envolvem oscilagoes
e vibragoes. Ele é definido como um sistema onde a forga restauradora é diretamente
proporcional ao deslocamento a partir de um ponto de equilibrio estavel e atua na diregao
oposta a esse deslocamento. Para Lage (2019), o oscilador harmonico ¢ o dispositivo mais
simples capaz de exibir um fenémeno peridédico, ainda mais simples que um péndulo, pois
este se reduz ao oscilador harmonico para pequenas amplitudes de oscilagao.

O oscilador harmonico ¢é utilizado como modelo em uma ampla gama de contextos,
desde molas e péndulos na mecanica cléssica até osciladores elétricos em circuitos e a analise
de estados quanticos em mecanica quantica. Conforme Symon (1953)) sua simplicidade
permite andlises detalhadas, ao passo que modelos complexos podem ser aproximados
a sistemas harmonicos. A abordagem matematica utilizada para descrever um unico
oscilador harmonico pode ser utilizada para estudar sistemas quanticos complexos, como,
por exemplo, moléculas poliatomicas podem ser modelados como uma cole¢ao de osciladores
harmonicos, designados por modos normais de vibragao (Lage, [2019). Essa abordagem
simplifica o estudo de sistemas fisicos reais e fornece uma metodologia poderosa para
descrever vibragoes em diversos contextos.

Nosso objetivo é comparar os resultados obtidos ao estudar um mesmo sistema
fisico — o oscilador harmonico — sob duas abordagens diferentes, a mecanica classica e a
mecanica quantica. Apesar de tratarem do mesmo sistema, essas abordagens se aplicam
a escalas distintas. Para facilitar essa comparacgao, utilizaremos um tunico formalismo
matematico comum as duas, o formalismo Hamiltoniano. Este formalismo é alternativo e

equivalente ao de Newton. Neste capitulo, estudaremos o movimento harmonico simples



utilizando o formalismo aplicado ao sistema massa-mola. Para tal, serd necessaria uma breve
introducao ao formalismo lagrangiano, pois utilizaremos a fungao lagrangiana associada
ao oscilador. Tanto o formalismo lagrangiano, quanto o hamiltoniano sao equivalentes
a mecanica newtoniana, definida em um espaco euclidiano tridimensional. Neste espaco
é construido um sistema de coordenadas cartesianas, no qual cada eixo, (z,y, z), estd
associado a uma dire¢ao. No entanto, em sistemas onde as particulas nao podem se mover
livremente sobre todo o espago, devem ser verificada algumas equagoes de vinculo entre as
coordenadas de suas particulas e dessa forma sera mais conveniente a utilizagao de outros
sistemas de coordenadas (Pessoa, 2016).

O formalismo lagrangiano e hamiltoniano sao construidos com base em coordenadas
generalizadas, definidas em espacos matematicos, cujo numero de dimensoes corresponde a
quantidade de coordenadas generalizadas e, na maioria dos casos, coincide com o nimero
de graus de liberdade do sistema.

Desenvolvidas entre o final do século XVIII e inicio do século XIX essas duas
formulacoes matematicas possuem o objetivo de descrever os movimentos mediante uma
mecanica analitica, isto €, por meio de funcoes escalares. A ideia nao era substituir a
mecanica newtoniana, totalmente estabelecida na época, mas sim desenvolver um método
alternativo a fim de lidar com problemas complexos (Taylor, |2013).

Esse método é consequéncia do Principio de Hamilton, onde suas equagoes de mo-
vimento sao derivadas das equagoes de Lagrange (Taylor, [2013). As equagoes desenvolvidas
pelo matematico e astronomo franceés Joseph-Louis de Lagrange, em 1788, tiveram como
intuito descrever a dinamica de particulas em qualquer sistema de coordenadas (Marion,
2011]).

A formulacao matematica lagrangiana é baseada numa funcao solucao para que a

integral de acao seja estacionaria até a primeira ordem, dada por

to
t

1

onde, a funcao lagrangiana £ é descrita por um conjunto de coordenadas generalizadas ¢;
eq= % e a integracao é realizada entre os instantes ¢ e ts.

A funcao que recupera os resultados newtonianos é conhecida como funcao Lagran-
giana, dada pela diferenca entre a energia cinética e a energia potencial do sistema. Essa
formulacao permite reescrever as equagoes de movimento a partir de principios variacionais,
oferecendo uma abordagem mais geral e poderosa para descrever sistemas dinamicos. Além
de reproduzir os resultados obtidos pela segunda lei de Newton, a lagrangiana serve como
ponto de partida para o desenvolvimento do formalismo hamiltoniano, que, por sua vez,
sera fundamental tanto na analise do oscilador harmonico classico quanto na sua extensao

ao contexto quantico. A lagrangiana é dada por

L=T-V, (2.2)



onde, T representa a energia cinética e V' a energia potencial do sistema.
No caso a ser analisado, consideraremos uma massa m conectada a uma mola com
constante elastica k de massa desprezivel, que oscila em uma tnica dimensao sobre uma

superficie sem atrito, como representado pela Figura [2.1]

Figura 2.1 — Sistema massa mola

7

gz

Fonte: elaborado pelo autor.

Temos um sistema unidimensional, possuindo apenas um grau de liberdade e,

por isso, todo o movimento é descrito pela coordenada x, que passa a ser chamada de

da
dt>

a derivada temporal da varidvel associada. Desta forma, a energia cinética do sistema é

coordenada generalizada do sistema. Daqui em diante usaremos a notacao & = isto é,

ma?>

2
Consideraremos apenas os casos em que a forca F' é restauradora e depende

T —

(2.3)

exclusivamente da posi¢ao, ou seja, F' = F(x). Embora a forma exata dessa fun¢ao nao
seja conhecida, sabemos que se trata de uma forca restauradora: quando o corpo se desloca
para longe de uma posicao de equilibrio, a for¢a tende a trazé-lo de volta. Assim, é razoavel
supor que exista um ponto zy no qual a forca seja nula, o que representa a posicao de
equilibrio. Sem perda de generalidade, podemos tomar xy = 0 como sendo essa posicao.

Supondo que a fungao F'(z) seja suficientemente suave, ou seja, possua derivadas
continuas de todas as ordens, podemos expandi-la em série de Taylor ao redor do ponto
z=0

dF 1 d*F 1 BF
F(x)=F — —? [ — —3 [ == 2.4
(z) (O>+x(dx)0+2!x (dx2>0+3!x <dw3>0+ (24)

Como estamos expandindo em torno da posigao de equilibrio, assumimos F(0) = 0,
pois neste ponto nao ha forga atuando sobre o sistema. Além disso, se considerarmos apenas
oscilagoes suficientemente pequenas em torno da origem, os termos de ordem superior (22,
23, etc.) podem ser desprezados, pois seu valor serd muito pequeno em comparagao com o

termo linear. Com isso, a expressao da forca pode ser aproximada por



F(z) ~ (%)O (2.5)

definindo k = — (‘fl—i)o, obtemos a expressao final para a forga restauradora

F(z) ~ —ku, (2.6)

onde o sinal negativo indica que a forga é sempre dirigida no sentido oposto ao
deslocamento z, caracteristica de forcas restauradoras. Como a derivada (‘fl—i)o ¢ negativa,
o valor de k serd uma constante positiva (Marion, Thornton [2011]).

A expressao da energia potencial eldstica armazenada na mola pode ser obtida a
partir do conceito de trabalho realizado por uma forga variavel. Como a forga restauradora
da mola segue a Lei de Hooke, dada por F(x) = —kx, o trabalho realizado por essa forga
ao deslocar a particula da posicao de equilibrio = 0 até uma posi¢ao genérica x é:

x x x .
W = —/ F(2')dz' = —/ (—ka') da' = / kx'di' = — (2.7)
0 0 0 2
como esse trabalho esta associado a variagao da energia potencial armazenada no sistema,

identificamos

ka?
2
essa forma da energia potencial caracteriza o comportamento de forcas conservativas, uma

V(x) (2.8)

vez que o trabalho realizado depende apenas dos pontos inicial e final da trajetéria. Além
disso, reforca a simetria do sistema e a estabilidade do ponto de equilibrio, onde x = 0
corresponde a energia minima (Marion, Thornton, 2011)).

Assim, a funcao lagrangiana dada pela Eq. (2.2)) fica escrita na forma

_me b (2.9)

A Eq. descreve as forgas conservativas que atuam sobre o sistema. Esse é o
ponto de partida para usar as equacoes de Euler-Lagrange. A equacao que leva o nome
de Leonhard Euler foi divulgada em 1744, por meio de seu trabalho intitulado Métodos
para achar curvas planas que mostram algumas propriedades de mdrimos e minimos
(Cardoso; Junior; Trindade, [2020). Anos depois o trabalho foi aprofundado por Joseph
Louis Lagrange, se transformando num formalismo matematico para encontrar as equagoes
de movimento de um sistema mecanico, da mesma forma que a segunda lei de Newton.
Para uma leitura mais aprofundada do formalismo lagrangiano, deixamos como sugestao
o livro dos professores Marion e Thornton (Marion; Thornton, 2011). O formalismo tem

como objetivo encontrar as equacoes de movimento que satisfacam

d (0L oL



Utilizando a Eq. (2.9)), o primeiro termo da equagao para o sistema massa-mola, tera como

d(oc .
4 (%) — mi, (2.11)

em que I ¢ a aceleracao da massa. O segundo termo é a derivada parcial da Lagrangiana

resultado

em relacao a posicao x, de modo que
oc
or
Desta forma, utilizando a Eq. (2.10) pode ser reescrita na forma

—kz. (2.12)

mi + kx =0, (2.13)

Note que é a mesma equagao de movimento se a mecanica newtoniana fosse utilizada.

Faremos agora a transicao da equacao de Lagrange para o formalismo hamiltoniano
e serd possivel perceber a equivaléncia entre os formalismos, uma vez que chegaremos na
mesma equacao. Para o formalismo hamiltoniano os sistemas dinamicos podem ser divididos
em dois grandes grupos, sendo eles conservativos e dissipativos. Nos sistemas conservativos
a energia se mantém constante a medida que o tempo evolui, sendo denominados como
hamiltonianos. Ja os sistemas dissipativos nao conservam energia com o passar do tempo
(Teles, 2012).

O sistema hamiltoniano pode ser descrito, em termos das coordenadas generalizadas
de posicao ¢ e momentos p, por uma funcao escalar chamada de hamiltoniana que foi
elaborada pelo matematico, fisico e astronomo irlandés William Rowan Hamilton em
1833. A palavra hamiltoniana tem como significado geral “caminho de sistema” (Marion;
Thornton, 2011). A func¢ao hamiltoniana, em termos das coordenadas generalizadas, é
definida por (Goldstein; Poole; Safko [1950)

N
n=1

em que L£(q,4,t) =T —V é a fungao lagrangiana e a soma é feita no nimero de coorde-
nadas generalizadas N. O momento generalizado p; corresponde ao momento conjugado
a coordenada ¢;. Dessa forma, esse momento pode se revelar como o momento linear ou
angular da particula, ou ainda, o momento angular acoplado entre uma particula carregada
e um campo elétrico (Taylor, 2013).

Se a hamiltoniana nao depender explicitamente do tempo e o potencial for conser-

vativo, a hamiltoniana serd igual a energia total do sistema, isto ¢,

H=T+V =E. (2.15)

O momento conjugado a coordenada x, no formalismo hamiltoniano, é obtido por



oL
= A 2.16
e = 5o (2.16)
ou seja
o /1 ., 1 , ,
_9(1 .o 1 — mi. 2.1
Pr = 5o (zmx Qkx ) mi (2.17)

Perceba que no caso do oscilador massa-mola as coordenadas generalizadas q e p corres-
pondem, respectivamente, a posi¢cao x e ao momento linear mz. A partir da relagao acima
torna-se possivel perceber a proporcionalidade entre o momento conjugado p e a velocidade
x.

Podemos entao construir a fungao hamiltoniana do sistema, dada pela Eq. ,

1 1
H = pyi — [ =ma® — Zka? |, (2.18)
2 2
de forma que ao substituir a Eq. (2.17)), chegamos a
2 2
Py |, kz
H=—"*+4+—. 2.19
2m 2 ( )

As equagoes de movimento no formalismo hamiltoniano sao dadas pelas equagoes canonicas
de Hamilton (Goldstein, 1950), sendo elas

. OH
=g (2.20)
€
. oM
pe == (2.21)

Aplicando as Eq.(2.20]) e a Eq.(2.21]) ao hamiltoniano do sistema massa-mola dado pela
Eq.(2.19), obtemos

. Da
=& 2.22
0= 22

€
P = —ka. (2.23)

Por fim, ao substituir a Eq. (2.23) na Eq. (2.22]), obtemos a equagao diferencial do sistema

massa-mola, de modo que

—(mi) = —ka (2:24)

ou seja,

i+ (—)x — 0. (2.25)



Definindo £ = w?, chegamos a

i+ wir = 0. (2.26)

Assim, temos uma equagcao diferencial de segunda ordem, responséavel por descrever
o movimento de um oscilador harmonico.
Para resolver a Eq.(2.26)) é necessario encontrar uma funcao z(t), de forma que

assumimos a solucao sendo uma funcgao exponencial como z(t) = e, assim, substituindo

na Eq. (2.26)), temos

d2 At
d; +w2eM =0, (2.27)
Ao calcular a derivada,
MM 4w =0, (2.28)

e como eM # 0, encontramos a equacdo caracteristica geral

N4 w? =0, (2.29)
de forma que
M= —w? (2.30)
ou seja,
A = Fiw. (2.31)

A solucao geral de uma equacao diferencial linear homogeénea pode ser escrita como uma
combinacao linear das solugoes particulares de forma que a quantidade de constantes
corresponde ao grau da equagao diferencial. Portanto, como a Eq. (2.26) é uma equagao

de segunda ordem, podemos escrever a solucao geral na forma

z(t) = Ae™' + Be ™", (2.32)
onde A e B sao constantes que podem ser encontradas através das condigoes iniciais,
e iw e —iw sao as raizes da equacao caracteristica associada a equagao diferencial. E
possivel reescrever a solucao acima numa forma mais intuitiva. Para isso vamos explorar
as identidades de Euler, dadas por

¢ = cosf + isend, (2.33)

e = cosf) — isend. (2.34)
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Substituindo as identidades acima na Eq.(2.32)), temos

z(t) = A(coswt + isenwt) + B(coswt — isenwt). (2.35)

Organizando a equacao acima de forma a separar a parte real e imaginaria, chega-se a

z(t) = (A + B)(coswt) + i(A — B)(senwt), (2.36)

em que (A + B) ou i(A — B) serdao nomeadas como novas constantes, sendo elas By e By,

respectivamente, isto é,

x(t) = Bicoswt + Bysenwt. (2.37)

A solucao geral acima expressa a posicao do oscilador harmoénico em um dado instante
de tempo. No entanto, a equacao geral utiliza coeficientes como By e By que podem ser
dificeis de interpretar visualmente. Desta forma vamos introduzir uma nova constante
sendo essa, A = /B, 4+ B,?. Esta nova constante corresponde & hipotenusa do triangulo
retangulo representado na Figura e nos permite expressar a solugao geral em fungao de

uma fase inicial para o movimento oscilatorio.

Figura 2.2 — Triangulo retangulo com as respectivas constantes.

Fonte: elaborado pelo autor.

Assim, podemos definir as constantes By e By em funcao dos angulos apresentados na
Figura [2.2] Para ¢,

By, = Acosp (2.38)

By = Asenep. (2.39)

Para 6,
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B; = Asend (2.40)

By = Acosé. (2.41)

Podemos entao reescrever a Eq.(2.37) em termos da fase ¢ ou d, o qual chamaremos de

fase. Vamos adotar a fase ¢ de modo que

x(t) = Acospcoswt + Asenpsenwt. (2.42)

Portanto, podemos escrever a soluc¢ao para a posigao x(t) do oscilador harménico simples

na forma como normalmente é encontrada na literatura, qual seja,

x(t) = Acos(wt — ), (2.43)

onde A é a amplitude da oscilagao (valor méximo de deslocamento), w é a frequéncia angular
e ¢ a fase inicial responsavel por determinar a posigao inicial da particula. Alternativamente,

a solucao também pode ser escrita como

x(t) = Asen(wt + 9). (2.44)

Cabe uma analise, neste momento, acerca do carater deterministico da mecanica
cléssica, pois as equagoes obtidas nos permitem calcular, de forma precisa, a posicao e
a velocidade de um corpo em qualquer instante de tempo. Isso implica que, a partir das
condigoes iniciais do sistema, como a posicao e a velocidade no instante inicial, é possivel
prever seu comportamento futuro com exatidao. Tal previsibilidade esta fundamentada
no fato de que essas equagoes sao fungoes do tempo, e suas derivadas em relagao a esse
parametro fornecem informagoes adicionais sobre o movimento. A primeira derivada da
posicao em relacao ao tempo determina a velocidade, enquanto a segunda derivada fornece
a aceleracao. Assim, todas as grandezas dinamicas do sistema podem ser conhecidas a
partir das equagoes de movimento. Dessa forma, temos a impressao de que o sistema é
completamente compreendido, mesmo sem observa-lo diretamente. Com a realizagao de
medicoes fisicas e com base nessas equacoes, é possivel determinar a trajetoria, a energia, a
velocidade e outras propriedades do sistema a qualquer instante. Esse determinismo é uma
das caracteristicas fundamentais da mecanica classica e constitui um contraste marcante
em relacao a abordagem probabilistica da mecanica quantica.

O desenvolvimento tedrico apresentado neste capitulo forneceu a base para a
compreensao do oscilador harmonico classico, tal como sua descrigao por meio do for-
malismo hamiltoniano. Essa fundamentacao é essencial para estabelecer paralelos entre
os tratamentos cldssico e quantico do sistema. No capitulo seguinte, sera discutida a

importancia do oscilador harmoénico quantico, juntamente com uma breve revisao dos



12

elementos fundamentais do formalismo necessario para seu estudo, como a notagao de
Dirac e o uso dos operadores. A partir desses conceitos, sera realizada a descricao do
oscilador harmonico no contexto quantico, utilizando também o formalismo hamiltoniano,
para que possamos comparar os resultados obtidos para o mesmo sistema, porém em

dominios diferentes.
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3 Mecanica Quantica: uma breve revisao do formalismo

Dando continuidade ao estudo dos osciladores harmonicos, este capitulo tem como
objetivo apresentar a discussao do oscilador harmonico quantico. Inicialmente, sera feita
uma breve revisao dos formalismos da mecanica quantica utilizados neste capitulo. Em
seguida, contruiremos uma funcao hamiltoniana para encontrar solugoes do sistema.

O oscilador harmonico quantico é um dos sistemas mais fundamentais na fisica
quantica, servindo como ponto de partida para a compreensao de uma ampla gama de
fenomenos envolvendo quantizacao de energia, movimento periddico e estados estacionarios.
Diferentemente do oscilador harmonico classico, descrito pela mecanica newtoniana ou
hamiltoniana, onde as varidveis fisicas do sistema sao tratadas de maneira deterministicas,
o oscilador quantico é regido pelos principios da mecanica quantica, que introduz conceitos
como superposicao de estados, quantizagao de energia e operadores lineares hermitianos
(Griffiths, 2018)).

Essa abordagem permite uma descricao compativel com a observada em experi-
mentos envolvendo sistemas em escalas atomicas e subatomicas, onde os efeitos quanticos
se tornam predominantes. Além disso, o oscilador harmonico quantico fornece um dos
exemplos mais ilustrativos de como o comportamento classico emerge como um limite da

mecanica quantica.

3.0.1 Notacao de Dirac

Para resolvermos o problema do oscilador harmonico na mecanica quantica, uti-
lizaremos a notagao de Dirac, particularmente 1til devido a sua conexao direta com o
espago de Hilbert, além do poder de compactar os calculos que essa notacao traz.

A palavra vetor vem do verbo latino vehere que tém como significado transportar
e levar (Carvalho, 2009). No espago euclidiano, um vetor é representado por A. J4 no
espaco de Hilbert, iremos adotar a notacao de Dirac, |A). Um vetor escrito desta maneira
é denominado ket. Na mecanica quantica, um estado fisico é representado por um vetor
de estado em um espago vetorial complexo (Griffiths, 2018). Tem-se como postulado que
este kets de estado contenha informagao completa do estado fisico: tudo que podemos
nos perguntar a respeito do estado estd contido no ket (Dirac, |1948). Os kets podem ser

adicionados, isto é

@) +18) = |7), (3.1)

onde |y) também é caracterizado com um ket. Se multiplicarmos esse mesmo ket por
um numero a, podendo ser escrito tanto a direita quanto a esquerda obtemos o mesmo

resultado,
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aly) = [v)a, (3.2)

ou seja, para a # 0 aly) e |y)a representam o mesmo estado fisico.
Introduziremos agora os bras, sendo tratado em um espago vetorial "dual” ao

espago dos kets. Para cada ket existe um bra, neste espago dual, isto é

@) +[8) < (a] + (8], (3.3)

onde C'D significa correspondéncia dual, ou seja, ha uma correspodéncia univoca entre
estes espagos. O produto interno entre dois vetores do espaco de Hilbert é denotado por
(Blar), e em geral, é um nimero complexo.

O bra dual de uma combinacao linear é obtido aplicando-se a conjugacao complexa

aos coeficientes, isto é

Cala) + cg|B) — cilal + c5(8].

O produto interno possui propriedades fundamentais, como a simetria complexa,

isto é

(Bla) = (alB)”.

Em particular, o produto interno de um vetor consigo mesmo satisfaz

(ala) =0,

sendo igual a zero apenas se |a) = 0. Este resultado é essencial para a interpretacao

probabilistica da mecanica quantica. Dois kets |a) e |3) sdo ditos ortogonais se

{alp) = 0.

Dado um ket |«) nao nulo, podemos definir o ket normalizado |&) como

a1 Y,
|Oé> - ( <Oé|Oé>> ‘ >7

(@la) = 1.

de modo que

Essa normalizacao é fundamental na mecanica quantica, pois assegura que o vetor
de estado tenha norma unitaria, o que é interpretado como a totalidade da probabilidade
para o sistema estar naquele estado (Sakurai, 1989).

Representamos, por exemplo, um vetor |A), bidimensional, em uma determinada

base, pelo ket
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|A) = : (3.4)

o vetor tem como bra

(Al = (a1 a3), (3.5)

onde aj e aj corresponde aos complexos conjugados dos elementos a; e as.

Utilizando a mesma base do exemplo anterior, podemos escrever um ket | B) na forma

|B) = z , (3.6)

de modo que, o produto interno entre os vetores |A) e |B) é definido por

b
(AIB) = (at a3) |, | = bia} + baat. (3.7)

2
Por outro lado, também ¢é possivel construir o produto externo entre dois vetores, o qual
resulta em uma matriz, por exemplo, na representacao de operadores de projegao. O

produto externo entre os mesmos vetores fica na forma

Byl = () (i as) =

* *
2 baai  baaj

biay biaj
T (3.8)
Além das operagoes de produto interno e externo, é importante destacar que os estados

quanticos podem ser combinados linearmente.

3.0.2 Operadores lineares

Matematicamente, um operador pode ser descrito por uma matriz, servindo como
uma instru¢ao matematica que transforma um vetor em um novo vetor. Por exemplo,
um operador T pode atuar em um vetor |u) transformando-o em outro vetor, isto é
(Boldrini et al., [1984). Na mecéanica quantica, essa representagao matricial dos operadores
é especialmente poderosa, pois permite descrever o sistema fisico por meio de sistemas de
equacoes lineares, nos quais os operadores atuam como matrizes sobre vetores de estado.
Isso torna possivel resolver diversos problemas de forma algébrica, sem a necessidade de
resolver diretamente a equacao de Schrodinger, o que muitas vezes envolveria calculos
extensos e complexos, assim, a acao de um operador sobre um vetor pode ser representada

da seguinte forma
T | u)y =|v). (3.9)

Os operadores presentes neste trabalho podem possuir espectro continuo e discreto.
Essa caracteristica estd relacionada ao tipo de base do espaco vetorial em que esses

operadores atuam. Por outro lado, uma base continua € rotulada por parametros continuos,
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como a posi¢ao x ou o momento p, sendo usada para representar sistemas com espectro
continuo. Nesses casos, as somas usuais sao substituidas por integrais, refletindo a natureza
continua do sistema descrito.

Na notacao de Dirac a identidade é escrita, no espaco da posi¢ao, como

| oalds =1,

o0

com a condi¢ao de ortonormalidade generalizada

(x]2') = 6(z — o),

em que 0(z — ') é a fungao delta de Dirac.
Os operadores lineares tem as seguintes propriedades
e Soma de operadores:

Os operados lineares seguem a propriedade distributiva, isto é

(T 4 9)|u) = T|u) + S|u). (3.10)

e Produto de dois operadores:

Seguem também a propriedade associativa, de modo que

(TS)|u) = T(S|u)). (3.11)

Um conceito essencial no formalismo da mecanica quantica é o de comutador,
que permite compreender como diferentes operadores se relacionam entre si. Em geral, os
operadores utilizados na descricao de sistemas quanticos nao satisfazem as mesmas regras
de comutacao validas para nimeros reais ou complexos. Isso significa que, ao aplicarmos
dois operadores sucessivamente, a ordem em que eles atuam pode alterar o resultado da
operacao. Para avaliar essa diferenca, define-se o comutador entre dois operadores AeB

CcOomao:

[A,B] = AB — BA. (3.12)
Se o resultado do comutador for nulo, ou seja, se [121, B] = 0, os operadores sao
ditos comutativos, e a ordem de aplicacao nao interfere no resultado final. Por outro lado,

se o comutador nao for nulo, os operadores nao comutam entre si, e sua ordem de atuacgao

¢é relevante.

3.0.3 Autovalor e autovetor

As palavras autovalor e autovetor tém origem alema, sendo comumente chamadas
na literatura de valores proprios ou valores caracteristicos e vetores préprios ou vetores

caracteristicos (Colares, 2014). Um vetor [v) é denominado autovetor de um operador 7" se
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T|v) = AJv), (3.13)

isto é, T age sobre o vetor |v) preservando sua “diregao” e “médulo”. Note que o vetor
nulo |[v) = 0 também satisfaz a equacao para qualquer A\, porém nao é considerado um
autovetor valido, pois nao carrega informacao fisica ou geométrica relevante. Por essa
razao, interessa-nos apenas encontrar autovetores nao nulos, |v) # 0, que satisfacam a
Eq. (3.13). O escalar A é denominado autovalor ou valor caracteristico de T, associado ao
autovetor |v).

Ao examinarmos a acao de um operador em sua representacao matricial, a busca
por autovalores e autovetores se reduz a um problema algébrico classico. Para uma
matriz T associada ao operador T, os autovalores sido determinados resolvendo a equagao

caracteristica

det(T— \I) =0, (3.14)

onde I é a matriz identidade de mesma dimensao que 7T'. A condicao de determinante nulo
garante que o operador (7" — AI) nao seja invertivel, possibilitando a existéncia de solugoes

nao triviais para o sistema

(T — A)|v) = 0. (3.15)

Essa equagao define um sistema linear homogéneo, cujas solugoes correspondem
aos autovetores associados ao autovalor A\. O conjunto de todos os autovetores (combinados
linearmente) associados a um mesmo autovalor forma o autoespago correspondente. Em
muitos casos — especialmente quando o operador T é hermitiano — os autovalores sio
reais, e os autovetores podem ser escolhidos de forma ortonormal, o que é fundamental em

aplicagbes como a mecanica quantica e o processamento de sinais (Boldrini, [1984]).

3.0.4 Equacao de Schrddinger

(3.16)

No capitulo anterior nos deparamos com o fator deterministico da mecanica
hamiltoniana, que tem como um de seus objetivos determinar a posi¢ao da particula para
qualquer instante de tempo, isto é, encontrar, em uma dimensao, x(t). A mecanica quantica
aborda esse mesmo problema de modo distinto. O estado fisico de uma particula é descrito
por um vetor de estado |¥), pertencente a um espaco vetorial abstrato denominado espago
de Hilbert. Esse vetor contém toda a informacao fisica acessivel sobre o sistema.

Para acessar essa informacgao de forma operacional, é comum projetar o vetor de
estado |¥) em uma base especifica. No caso da base dos autovalores do operador posigao

Z, representada por {|x)}, obtemos a fun¢do de onda no espago da posigao, isto é
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U(z,t) = (2| (t)). (3.17)

A fungao ¥(z,t) é chamada de fungao de onda e contém todas as informagoes fisicas do
sistema na base da posicao. Sua interpretacao probabilistica é uma das caracteristicas
centrais da mecanica quantica, de modo que, o médulo ao quadrado da func¢ao de onda,
|U(z,t)|>dz, representa a densidade de probabilidade de encontrar a particula no intervalo
entre x e x + dx, no instante de tempo t. Desta forma, a probabilidade de encontrar a

particula em um intervalo [a,b] é

b
Pla<z<b) = / U (,t)|? da. (3.18)
Além disso, é possivel calcular o valor esperado de qualquer observavel A, por
meio de
(A) = / T (2,4) AU (at) da. (3.19)

Este valor representa a média dos resultados que seriam obtidos em varias medicoes do
observével A em um sistema preparado repetidamente no mesmo estado |¥). Por exemplo,
o valor esperado da posicao (z) nos informa onde, em média, a particula é encontrada.
Os observaveis fisicos sao representados por operadores hermitianos. O operador
posicao Z e o operador momento p sao definidos por meio do principio da corresponéncia,

quando atuam no espaco da posigao, por (Sakurai/1989)

Tz (3.20)

d
p— —ih. (3.21)

Tais definicoes garantem que o operador momento seja o gerador das transformagcoes de
translagao no espago (Tipler, 2000). A relacdo de comutagao entre esses operadores é

expressa por

&, ] = ih. (3.22)

A Eq. estabelece uma limitacao intrinseca ao conhecimento simultaneo das grandezas
posicao e momento, conforme formalizado no principio da incerteza de Heisenberg, que
serd abordado no préoximo topico.

A evolucgao temporal do estado quantico é regida pela equagao de Schrodinger,
formulada por Erwin Schrodinger em 1925 (Tipler, 2000). Essa equacao desempenha um
papel anédlogo a segunda lei de Newton na mecanica classica, pois determina como o estado
de um sistema evolui com o tempo, dadas suas condi¢oes iniciais (Einsberg, [1979). Sua

forma geral na mecanica quantica é regida pela equacao de autovalores,
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H|y) = E). (3.23)

K + Ulp) = E|). (3.24)

Onde, H é 0 operador hamiltoniano do sistema, que representa a energia total. Ao projetar
a Eq(3.24)) na base da posic¢ao, obtemos a forma diferencial da equagao de Schrodinger
independente do tempo,
h? d?
(g + V() 00) = B, (3.25

2m da?

2m dx? + 2

2 2 2,2
(~gm s + 55 ) vte) = Ew(o), (3.26)
em que V() é o potencial que atua sobre a particula, F s@o os autovalores associados, e
U(z) sao os autovetores ou estados estaciondrios, que carregam informagoes do sistema.
No contexto do oscilador harmonico quantico, a equagao de Schrédinger assume
uma forma especifica, cuja solucao fornece as fungoes de onda associadas a esse sistema
fisico. Tais fungoes revelam como a particula se distribui espacialmente dentro do potencial,
sendo possivel, a partir de |¥(x)|?, interpretar regioes onde a particula tem maior ou menor
probabilidade de ser encontrada. A analise desses estados serd explorada nos capitulos

seguintes.

3.0.5 Principio da incerteza

Na mecanica quantica, a descricao dos sistemas fisicos € intrinsecamente probabilis-
tica. Ao contrario da mecanica classica, onde é possivel conhecer exatamente a posicao e o
momento de uma particula em qualquer instante, no formalismo quantico, essas grandezas
sao associadas a operadores e seus valores medidos apresentam dispersoes (Griffiths, 2018).
Sua demonstracao rigorosa parte do formalismo de operadores hermitianos e da definicao
estatistica de desvio padrao associada a um observavel.

Dado um operador 121, o desvio padrao o4 é definido por

oa =/ (A2) — (A)2. (3.27)

A Eq. quantifica a dispersao dos resultados possiveis em medidas da grandeza fisica
A, realizadas em um grande nimero de sistemas idénticos preparados no mesmo estado
).

A dedugao do principio da incerteza generalizado faz uso da desigualdade de
Cauchy-Schwarz, um teorema fundamental da élgebra linear (Boldrini, [1984)). Esse teorema
afirma que, para quaisquer dois vetores normalizaveis |f) e |g) em um espago de Hilbert,

equivale a desigualdade
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[{fla)* < (f1F){glg). (3.28)

garantindo que o médulo do produto interno entre dois vetores é sempre menor ou igual
ao produto de suas normas (Griffiths, 2018)).

Aplicando tal desigualdade ao contexto quantico, obtemos

1 A A
oaos = 5 |([A,B)|. (3.20)
que representa o principio da incerteza generalizado e evidencia a impossibilidade de
determinar com precisao simultanea as grandezas A e B, este fato esta relacionado a nao
comutatividade entre seus operadores. Para a posicao e momento p, os quais o comutador
¢ [z,p] = ih, de modo que ao substituir esse resultado na Eq.(3.29)), obtém-se a forma

canodnica do principio da incerteza,

St

0y > 5 (3.30)

No caso especifico do oscilador harmonico, esse limite inferior do produto 0,0, reflete a
presenca de flutuagoes quanticas mesmo na auséncia de excitagao externa.

No proximo capitulo, aplicaremos o formalismo da mecanica quantica previamente
revisado para resolver o oscilador harmonico. Utilizando operadores, fungoes de onda e a

equacao de Schrodinger, construiremos uma descrigao do sistema no contexto quantico.
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4 Oscilador Quantico

Neste capitulo, abordaremos a formulacao quantica do oscilador harmoénico. Para
isso, partiremos do hamiltoniano do oscilador harmonico classico, previamente discutido
na Eq., e procederemos a sua quantizacao, promovendo as variaveis classicas x e p a
categoria de operadores, isto é, x — Z e p, — p,. Com isso, reescreveremos o Hamiltoniano

na linguagem da mecanica quantica, isto é

~0 242

A D mw-x

H=-—
2m+ 2

Por fim, adotaremos o hamiltoniano em termos de outros operadores, sendo eles af, o

(4.1)

operador criagao e a, o operador destruicao.

O aspecto central estd na forma como certos operadores sao combinados de
maneira sutil, revelando propriedades tteis para a resolucao do problema. Para tornar isso
mais evidente, podemos considerar um par de operadores que facilite os calculos. Caso
comutassem entre si, por exemplo, seria possivel reescrever a expressao (p? + 2?) como o
produto (& —ip)(Z + ip) , o que simplificaria significativamente o tratamento matemético,
mas nao € possivel trata-lo dessa forma.

Para contornar essa limitacao, introduzem-se operadores que, embora nao resultem
exatamente na expressao (p* + 22), possibilitam uma reformulagdo mais conveniente dessa

combinagao de operadores, definidos como

ae [ 5y
@=4/5r (x+ p) (4.2)

&= %(wa*) (4.4)
€
p=i m;“” (af —a). (4.5)
Substituindo a Eq. e a Eq. na Eq. , temos
2 2
ﬁ:% i m;w(af—a) +%mw2 QZW(a ity | . (4.6)

que nos leva a



(a+a")? =a®+a'a+aal +a
Ao substituir essas expansoes na Eq.(4.7)), temos

hw ATQ

. hw
H=——5(a" - a'a —aa' + a*) + Z(a2 +a'a+ aa’ + a'?),

e, ao agrupar os termos semelhantes, ficamos com
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(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Utilizando a relagao de comutacio [a,a!] = 1, a Eq.([4.12)) pode ser escrita na forma

X 1
H:hw(&*&+§>.

(4.13)

Essa forma é especialmente ttil porque o operador afa, possui autovalores inteiros que

caracterizam os estados de energia do sistema, isto ¢é

F[ZM(N‘F%),

de forma que

N =ala,

onde N sera chamado de operador ntiimero.

As relacoes de comutacio entre os operadores N, @ e a' sdo tais que

A~

[N,a] = a'la,a] + [af, alal.

Como todo operador comuta com ele mesmo, chegamos a

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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[N, a] = —a. (4.18)

[N,a'] = [a'a, a'] (4.19)
(§
[N, af] = afla,af) + [af, afa (4.20)
por fim,
[N, af] = af. (4.21)

Como H é funcao linear de N, ambos compartilham o mesmo autoestado. Assim,

podemos definir

N|n)=n|n) (4.22)
de maneira que,
~ 1
H]n):hw<n+§> | n), (4.23)
o que nos leva ao espectro discreto da energia, dado por
1
E, = hw(n + 5) (4.24)

A partir dessa relagao, iremos abordar determinadas propriedades para o hamilto-

niano dado pela Eq.(4.23)).

i) n > 0. Consideramos a norma do estado obtido pela aplicagao do operador a

sobre |n),

la | n)]|* >0 (4.25)

ao aplicar @ a |n), obtemos um novo estado cuja norma ao quadrado deve ser ndo negativa,
conforme estabelecido na Eq. (#.25]). Isso implica que o valor esperado do operador a'a

deve ser nulo ou positivo, isto é

(nataln) >0, (4.26)

ou seja,

(n|Nn) > 0. (4.27)
Utilizando a Eq.(4.22)) encontramos
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(n|njn) >0 (4.28)

ou ainda,

n{n|n) > 0. (4.29)

A expressao (n|n) é positiva por tratar-se do produto interno do estado |n) com ele
proprio, que resulta na sua norma ao quadrado, que é sempre um numero real positivo.
Considerando que temos um estado com bases ortonormais, de forma que (n|n) = 1,

concluimos que

n>0. (4.30)

Independente das solugoes, podemos entao observar que os autoestados do hamiltoniano
sao todos compostos por um n > 0. Consequentemente, as energias dos estados sao sempre
positivas.

ii) Para o operador a', podemos escrever

Na' | n) = ([N,af] +atN) | n). (4.31)
Utilizando a relagao dada pela Eq.(4.21]), chegamos a

Na' | n) = (af +a'N) | n), (4.32)

e, por fim,

Na' | n) = (n+ 1)al | n). (4.33)

A Eq. (4.33) confirma que a' | n) é um autovetor de N, mas com autovalor n + 1. Ou seja,
ao aplicar a' em um estado | n), o ntimero quantico n aumenta uma unidade, daf o termo

operador criagao.

iii) Para o operador a utilizamos a identidade algébrica baseada na propriedade

comutadora, isto é

Na | n) = ([N.a] +aN) | n), (4.34)

partindo do resultado anterior aplicamos a Eq. (4.18]) ao estado |n)

Na |n) = (—a+aN)|n). (4.35)

Como o estado |n) é autovetor de N , com autovalor n, conforme a Eq.(4.22), podemos

escrever
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Na|n) = (n—1)a|n). (4.36)

Conclui-se que ' | n) e @ | n) sdo autovetores de N, com autovalores (n+ 1) e (n — 1),

respectivamente. Desta forma, podemos escrever

a'|n)y=cln+1) (4.37)

onde ¢ é uma constante a ser determinada, chamada constante de normalizacao. Como os
estados |n) sdo normalizados, podemos multiplicar a Eq.(4.37) por (n|a, a esquerda, de

modo que

(nlaa' |n)=n+1lcten+1) =|cn+1|n+1)=|c (4.38)

Além disto, sabemos que aa’ = N + 1, o que nos leva a

(n]aa’+11]n)=|c, (4.39)

ou seja, utilizando a Eq.(4.15)), encontramos

(n|N+1|n)=|c (4.40)

Ao aplicar a Eq.(4.22)), chegamos a

(n 4+ 1){n|n) = |c?, (4.41)

que, utilizando a condicao de normalizacao, concluimos que

c=vn+1 (4.42)

Finalmente,

at|n)y=vn+1|n+1). (4.43)

Procedendo de maneira analoga, chegamos a

a|n)=+/mn|n-1). (4.44)

Esse calculo demonstra a forma como os operadores criacao e destruicao afetam os estados
do oscilador harmonico quantico, mostrando que o operador a reduz o nimero quantico n
em 1 unidade e a' aumenta em 1 unidade.

O objetivo é criar novas solugoes com energias maiores e menores. Para isso,
utilizaremos o operador a, permitindo a redugao de um quantum de energia ao sistema,
e a, permitindo a adicdo de um quantum de energia. A partir do uso desses operadores

temos uma prescrigao para gerar todas as fungoes de onda que descrevem o oscilador



26

harmonico. Desta maneira, para gerar o autoestado |n) devemos simplesmente aplicar
o operador criagdo n vezes no estado fundamental (Eisberg, Resnick [1979). A Figura
ilustra esse processo por meio da chamada “escada de energia”’, em que cada degrau
representa um estado quantico com energia bem definida. O operador de criacao a' atua
como se elevasse o sistema para um degrau superior, acrescentando um quantum de energia
hw, enquanto o operador de destruicao a atua no sentido oposto, reduzindo a energia em
um quantum. Assim, o movimento do “gato” na figura simboliza o papel desses operadores
na transicao entre estados energéticos discretos do oscilador harmonico quantico, tornando

visual a ideia abstrata da quantizagao

Figura 4.1 — Escada de energia (operadores).

Fonte: Griffiths/2018|

Isso nao significa que, ao aplicarmos consecutivamente o operador de destruicao
a sobre os estados |n), poderemos alcangar energias menores que %hw De forma que
podemos chamar o degrau mais baixo de energia como vy, sendo essa uma espécie de

"condicao de contorno”. Esse nivel fundamental de energia é caracterizado por

Huo = Egy. (4.45)

A equacao acima expressa a condicao de autovalor para o estado fundamental, em que o
operador H atua sobre g, retornando como resultado o produto da energia Ej e a propria
funcao de onda.

Por 1ltimo, vamos encontrar a funcao de onda para o oscilador quantico. Para isso,
partimos do estado fundamental. O estado fundamental do oscilador harmonico quantico

é aquele que é aniquilado pelo operador destruicao a, ou seja, é o estado que satisfaz a
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condicao ayy = 0, onde 1) representa a funcao de onda associada ao menor nivel de energia

do sistema, sendo

al0) = 0. (4.46)

Utilizando a forma explicita da Eq. (4.2) e aplicando-a ao estado fundamental,

@(:p + %) 10) =0, (4.47)

temos

obtemos

e, dividindo ambos lados por /5,

(g: + m—) 0) = 0. (4.48)

Ao fazermos a projecéo do vetor de estado |0) no espaco da posigao, e utilizando as
Eqgs.(3.20) e , onde (z]0) ¢é interpretado como a fungao de onda v¢y(x), e o operador
p é substituido pela Eq. -, de forma que

<x + ii) Yo(z) = 0. (4.49)

Temos entao uma equacao diferencial de primeira ordem. Para resolve-la, comecamos

organizando os termos, separando as variaveis, de modo que

L dipo(z)  mw

= — ) 4.
Yolz)  du h (4.50)
Ao integrar ambos lados, podemos escrever
1 di(x) mw /
dr = ——— d 4.51
Yo(z) dx v no ) (451)
que tem como resultado
Inft(2)] = ——a? + c. (4.52)

2h
Finalmente, utilizando a definicao da funcao exponencial, encontramos a funcao de onda

do estado fundamental dada por

Yo(x) = Ae” 5, (4.53)

onde A é uma constante que pode ser determinada utilizando a condicao de normalizacao.
Assim, a fungao de onda do estado fundamental é caracterizada por uma distribuigao
gaussiana.

O préximo passo é obter a constante de normalizagao A. Para isso a fungao de
onda precisa ser normalizada, ou seja, a probabilidade de encontrar a particula sobre todas

as posicoes possiveis deve ser igual a 1, isto é
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/Oo |tho(z)[dz = 1. (4.54)

Como 1, é uma funcao real, seu complexo conjugado 1 ¢ igual a ela mesma, tornando a

expressao do médulo ao quadrado equivalente a expressao

[ vt = [ v =1 .

~ _ 2 , .
A funcgao de onda 1y tem a forma Ae™**" onde « é uma constante. Assim,

|AJ? / e 2 dp = 1, (4.56)

o0

Comparando com o resultado da integragao gaussiana (Eisberg,1979)), dado por

- —2ax? m
de =/ —. 4.57
[ 457
concluimos que
/ e h dr= L, (4.58)
oo mw

ou seja, a constante que normaliza o estado fundamental do oscilador harmonico é dada

4= (\/g) (459)

Por fim, podemos escrever a funcao de onda para o oscilador harmonico quantico, no

por

estado de mais baixa energia, isto é

bo(2) = (\/%) (4:60)

Dada a forma como os operadores @ e a' atuam nos autovetores do operador N, é

possivel construir todos os estados excitados do oscilador harmonico quantico a partir do

estado fundamental |0). A equagao que expressa essa construgao é dada por
_ Lty

| n) = ﬁ(a )" 10), (4.61)

onde n é um ntimero inteiro nao negativo que representa o nivel de excitagao do sistema. Essa

relagdo mostra que os estados |n), chamados de estados excitados, sdo obtidos por sucessivas

aplicacoes do operador a' sobre o estado fundamental, devidamente normalizados pelo

fator A, = 1/v/n!, que garante a ortonormalidade da base de autovetores (Griffiths,2018).

Neste capitulo, foram apresentados alguns conceitos da Mecanica Quantica, utili-

zando a notacao de Dirac e os operadores essenciais para a formulacao do problema do
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oscilador harmonico no contexto quantico. A resolucao foi obtida redefinindo a funcao
hamiltoniana em termos de novos operadores, permitindo a obtencao dos estados de energia
do sistema.

Com essa base estabelecida, no préximo capitulo sera realizada uma analise
comparativa entre os osciladores harmonico cléssico e quantico, com foco nas diferencas e

semelhangas nos aspectos da posicao e da energia.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

O oscilador harmonico é um modelo crucial para fisica, tendo aplicacoes em diversas
areas. Sua descricao matematica a partir do formalismo Hamiltoniano destaca as diferencas
fundamentais entre os modelos classico e quantico. Essas diferencas refletem o contraste
entre os principios deterministicos da mecanica classica e a estrutura probabilistica da

mecanica quantica.

5.1 Analise da posicao entre os osciladores

Para o formalismo classico, o hamiltoniano H de um oscilador harmonico representa
a energia total do sistema, sendo a soma da energia cinética e potencial conforme mostrado
na Eq. e a evolucao temporal desse sistema é regido pelas equacoes de Hamilton,
conforme a Eq. e Eq.. Estas equacoes levam a solugoes harmonicas, tendo como
resultado trajetorias continuas e bem definidas no espaco de fase, além de serem funcoes
escalares (Taylor,2013). E importante salientar que o sistema cléssico ¢ deterministico,
palavra presente em certos textos de filésofos alemaes do século XIX, para expressar uma
ideia de algo que ja estd presente, predeterminado (Lalande,1972). Amorin(2002) define

que

Se pudéssemos conhecer exatamente as leis da natureza e a situacao
do universo no instante inicial, seriamos capazes de prever exatamente
a situagao deste mesmo universo no instante subsequente. Mas mesmo
quando as leis naturais ja nao tivessem, mais segredo para nés, s6 pode-
rfamos conhecer a situagao inicial aproximadamente. Se isto nos permite
antecipar a situagao subsequente com o mesmo grau de aproximacgao,
ficamos satisfeitos, dizemos que o fenomeno foi previsto, que é governado
por leis.

J& na mecanica quantica, o hamiltoniano H ¢ promovido ao operador hermitiano
H que atua no espago de Hilbert. O hamiltoniano para o sistema massa-mola é dado
pela Eq., onde T e p sao os operadores de posicao e momento, respectivamente. A
hermiticidade do operador H garante que seus autovalores que correspondem aos valores
observaveis de energia sejam reais.

A evolucao de um estado para a mecanica quantica é regida pela equacao de

Schrodinger dependente do tempo, dada por

L0 -
zhallf(x,t) = HU(x,t) (5.1)

onde W(z,t) representa a funcdo de onda do sistema e H é o operador hamiltoniano.
Essa equacao determina como o estado do sistema evolui no tempo, de forma andloga a

segunda lei de Newton na mecanica classica. Ao contrario do regime cléassico, no qual a
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posicao e o momento sao variaveis bem definidas, no regime quantico ela sao descritas

probabilisticamente pela distribuigao |¥(x,t)|* e sem trajetérias bem definidas para o

sistema.

5.2 Analise energética entre os osciladores

Nessa secao serd feito uma analise comparativa entre as posicoes e os niveis de

energia do oscilador no ambito classico e quantico.

5.2.1 Oscilador classico

No oscilador harmonico classico, a descricao matematica da energia total é baseada
nas energias cinética e potencial, somadas em cada instante do movimento peridédico da
particula. A energia cinética é responsavel por determinar o movimento relacionado a um
determinado referencial, ja sua energia potencial elastica surge em funcao da interacao com
a mola. Vamos definir a origem do sistema de coordenadas como um ponto de equilibrio
estavel. Se a particula sofre algum deslocamento a partir desse ponto de equilibrio, sendo
ele em qualquer sentido, temos o surgimento de uma forga de carater restaurativo, a mesma
surge visando restaurar o deslocamento da particula para sua posicao inicial. Podemos

analisar esse comportamento a partir da Figura 5.1

Figura 5.1 — Analise do sistema massa-mola.

Fonte: elaborado pelo autor.

Conforme a Figura [5.1] a. e a Figura c., podemos analisar os pontos de amplitude
maxima no sistema massa-mola. Perceba que nos pontos A e —A a velocidade serd nula e,
consequentemente, a energia cinética, também.

Por sua vez, a deformacao em ambos os casos serd méaxima, onde a amplitude é

dada por x = £A, o que nos permite determinar a energia potencial nestes pontos, isto é,
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K(£A)?
KAy o3
Por fim, podemos escrever a energia mecanica do sistema na forma
KA? KA?
E,=0+ 5 = g (5.3)

Na Figura b. o sistema possui velocidade maxima, onde toda energia potencial

antes acumulada foi transformada em energia cinética, de forma que

2

B, = 1ma (5.4)
2
Assim, a energia mecanica sera dada por
MU MU
E, = 0= . 5.5
5+ 5 (5.5)

A Figura [5.2] ilustra os comportamentos das energias do oscilador em cada posigao, ao
longo de sua trajetoéria.

Figura 5.2 — Energia do sistema massa-mola.

Energia
- U (x)
—E(x)
E(x)
E/2
-A 0 A

Fonte: elaborado pelo autor.

Ao analisarmos a Figura [5.2| percebemos que apesar de possuir um valor constante,
nao existem restrigoes para os valores da energia total do oscilador, possuindo um espectro
continuo. Isso é resultado da natureza deterministica do sistema, uma vez que qualquer
configuracao inicial de posicao e velocidade resulta em qualquer valor de energia no limite
de elasticidade do sistema.

Podemos analisar em especifico o grafico da energia potencial do sistema, dessa
forma podemos ver como a particula se comporta qualitativamente. Nos pontos —A, 0 e
A temos a localizacao dos minimos e maximos, no entanto, a forca somente sera zero na

origem. Esta condicao é caracterizada por
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Se a particula analisada estiver se movendo, a mesma tera energia cinética positiva
e sua energia total sera necessariamente maior que a potencial. Considere que a particula
estd se movendo na vizinhanga do ponto de equilibrio x = 0. Se acaso a particula mover-se
a direita no ponto de equilibrio, em direcao ao ponto, A, sua energia potencial ird aumentar
e sua energia cinética deve, portanto, diminuir até que a particula alcance o ponto de
retorno. O mesmo ocorrera ao considerar que a particula esteja movendo-se para o lado
esquerdo, em direcao ao ponto —A. Os pontos de retorno sao cruciais para compreender 0s

limites do movimento oscilatério, eles delimitam o intervalo de deslocamento da particula
(Taylor, 2013).

5.2.2 Oscilador quantico

No oscilador harmoénico quantico, a descricao matematica da energia total também
envolve contribuicoes da energia cinética e potencial, porém, reformulada por meio da
quantizacao dos estados de energia e pela natureza probabilistica inerente a mecanica
quantica. A energia total é expressa em valores discretos, definidos por niveis energéticos
especificos, conforme representado na Eq. , onde n = 0,1,2.... Nesse contexto, a
energia cinética e a energia potencial estao associadas a dinamica probabilistica da particula,
sendo a energia potencial referente a interacao elastica que delimita o confinamento
oscilatorio. Diferentemente do caso classico, onde a posicao da particula é conhecida em
qualquer instante, no oscilador quantico a particula é descrita por uma funcao de onda,
cuja densidade de probabilidade fornece informagoes sobre a posi¢ao e o0 momento.

A Eq. reflete a natureza discreta da energia do sistema, com valores discretos
e semi inteiros de hw, enquanto o acréscimo de energia serd feito por meio de ntimeros
inteiros de hw (Morais, [2005). Cada valor de n define um estado energético especifico,
sendo esse estado separado do préximo por uma constante dada por AF = hw. Uma
caracteristica relevante na analise energética do oscilador harmonico quantico é o fato de o
seu minimo de energia ser dado por Ey = %hw, como mostra a Figura .

O minimo energético é conhecido como energia do ponto zero, ou movimento do
ponto zero, tomado isoladamente esse fendomeno, no mundo classico a energia cinética cai
para zero a medida que a temperatura se aproxima do zero absoluto. Isso, por outro lado,
sugere que o zero absoluto é um estado no qual nao hd movimento atomico ou molecular.
No entanto, tal conclusao nao é valida para o mundo quantico. A energia cinética nao
cai para zero a medida que a temperatura se aproxima do zero absoluto porque ha outra
contribui¢ao para a energia cinética dos atomos e moléculas além da energia cinética
térmica (George B. Arfken et. al, [1984)). Isso implica que os dtomos de uma molécula
continuam em movimento mesmo no estado vibracional de energia mais baixo (De la

Pena, 2008)). Além disto, o principio da incerteza nao permite que a posi¢ao de uma
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Figura 5.3 — Niveis energéticos para o oscilador quantico

n==6 ] 13/2 hw
n=>5 11/2 hw
n=4 9/2 hw
n=3 7/2 hw
5/2 hw
3/2 hw
1/2 hw

it

-A 0 A

Fonte: elaborado pelo autor.

particula seja conhecida de maneira precisa. Portanto, o movimento dela nao pode ser
completamente anulado. Este principio nao é uma suposicao extra na teoria quantica, mas
sim, um resultado da interpretagao estatistica (Griffiths, [2018).

Certamente sera possivel avaliar a posicao da particula, no entanto, a precisao nao
sera maior que a permitida pelo principio. O ato de medir colapsa a fungao de onda em um
determinado ponto, o que resultaria em um amplo intervalo de comprimentos de onda, ou
seja a determinacao da posicao da particula implicaria na perda de informacao do momento.
E importante ressaltar que esse principio nao diz respeito a qualidade dos instrumentos
de medigao, na verdade, mesmo que tenhamos instrumentos ideais, nunca poderiamos
obter resultados com precisao maior que a relacao expressa pela Eq. , de forma que,
quanto mais modificarmos o sistema para haver uma melhoria na medida relacionada ao
momento, mais renunciarfamos a determinagao da posigao (Einsberg, Resnick [1979).

No estudo do oscilador harmonico quantico, o comportamento em altos niimeros
quanticos (n > 1) evidencia o principio da correspondéncia de Bohr, que estabelece a
convergéencia entre os resultados quanticos e classicos em limites de alta energia. Esse
limite é particularmente relevante, ao conectar a mecanica quantica ao formalismo cléssico,
permitindo compreender a transicao entre esses dois dominios.

Para compreender melhor as diferencas entre a descrigao classica e a quantica do
oscilador harmonico, analisaremos a forma das fungoes de onda 1, () e suas respectivas

densidades de probabilidade |, (x)|* para diferentes estados de energia. Por fim, anali-
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zaremos as representacoes graficas desses estados, que nos permitirao discutir como as

caracteristicas quanticas se manifestam em baixos e altos niveis de excitacao.

Figura 5.4 — Comportamento dos niveis energéticos

A (0 Al () |2

ARy

—-n=1

Fonte: Griffiths|2018|

A Figura ilustra as funcoes de onda e as respectivas densidades de probabilidade para
os primeiros estados do oscilador harmonico quantico. Observa-se que, para n = 0, a
densidade de probabilidade é méaxima na regiao central, proxima a origem, o que indica
maior probabilidade de encontrar a particula nesse ponto. Em contrapartida, para o estado
n = 1, que é um estado fmpar, a probabilidade de encontrar a particula exatamente na
origem ¢ nula, o que evidencia uma caracteristica exclusivamente quantica, onde a presenca
de nds e a exclusao de certas regioes ocorre mesmo dentro da zona classicamente permitida.

Além disso, a densidade de probabilidade nao se anula nas regices exteriores ao
limite classico, isto ¢, com x maior que a amplitude classica para a energia FE,, nesse
caso, a particula possui uma chance finita de estar em regides onde, classicamente, seria
proibida.

Na Figura 5.5} o eixo vertical do grafico representa a densidade de probabilidade
[4(z)|?, ou seja, a probabilidade por unidade de comprimento de encontrar a particula em
uma determinada posicao x, representada pela linha continua. Note que existe um aumento
na densidade de probabilidade nas proximidades das posi¢coes méaximas da oscilagao. Isso
confirma o fato de que, para altos valores de n, a distribuicao de probabilidade quantica
comeca a se aproximar da distribuicao de posicao classica, representada pela linha tracejada.

Dessa forma, o valor maximo, aproximadamente 0,24, indica uma regiao de alta densidade
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de probabilidade, enquanto valores préximos de zero representam regioes menos provaveis
para detectar a particula. Podemos concluir que para altos valores de energia, as solugoes da
equacao de Schrodinger tornam-se menos influenciadas pelos aspectos puramente quanticos,
como, por exemplo, a quantizacao dos niveis de energia. Consequentemente, espera-se uma

maior aproximagao do oscilador descrito pela mecanica quantica.

Figura 5.5 — Grafico de |10/ com o distribuico cldssica (curva tracejada) sobreposto.
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Fonte: Griffiths/2018
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No caso classico, a densidade de probabilidade pode ser estimada a partir do tempo
que a particula passa em cada regiao do movimento. Considerando que a probabilidade é

inversamente proporcional a velocidade, temos

Pa(r) (5.7)

v(z)

Para o oscilador harmonico clédssico, a velocidade em funcao da posigao é
v(r) = wvVA? — 22, (5.8)

onde A é a amplitude do movimento e w € a frequéncia angular. Assim, a densidade de

probabilidade classica assume a forma
1
VA2 — 2’

mostrando que, no modelo classico, a particula é mais provavel de ser encontrada nas

Pa(r) o (5.9)

proximidades dos pontos de inversao da trajetéria.
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Dessa forma, através da analise comparativa entre o oscilador cldssico e quantico
podemos perceber as principais semelhancas e divergéncias entre os modelos, de forma
que ambos combinam em uma equacao diferencial de segunda ordem e divergéncia como a
diferenca entre os niveis energéticos.

No capitulo seguinte, apresentaremos as consideragoes finais deste trabalho. Serao

discutidas as contribui¢oes do estudo sobre o oscilador harmonico classico e quantico.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foi realizada uma analise detalhada sobre os osciladores harmonicos
classico e quantico, destacando suas semelhancas e diferencas tanto do ponto de vista
matematico quanto conceitual. A partir do levantamento bibliografico e do estudo tedrico,
observou-se que o oscilador harmoénico se estabelece como um modelo fundamental na
fisica, sendo amplamente utilizado para descrever sistemas que apresentam comportamento
oscilatorio, desde massas acopladas a molas até vibracoes moleculares e circuitos elétricos.

A formulagao cléssica, baseada na segunda lei de Newton ou no formalismo de
Lagrange, ou no de Hamiltom, permite descrever com precisao a evolucao temporal do
sistema, enquanto a abordagem quantica introduz conceitos tinicos, como a quantizacao
da energia e a existéncia de um estado fundamental com energia distinta de zero. Esse
aspecto, em particular, representa uma ruptura com a intuicao classica, evidenciando a
necessidade de uma nova interpretacao para a compreensao de sistemas microscépicos.
Além disso, a notacao de Dirac, empregada na descricao quantica, demonstrou-se uma
ferramenta poderosa para a anélise dos estados do sistema.

Ao longo do estudo, também foram analisadas aplicacoes do oscilador harmonico
em diferentes contextos da fisica, como no eletromagnetismo, na mecanica estatistica e
na fisica de particulas, reforgando sua relevancia tanto teérica quanto experimental. A
comparacao entre os modelos classico e quantico permitiu nao somente compreender a
transicao entre os dois regimes, mas também fornecer subsidios para uma abordagem
didatica que favoreca o ensino e a aprendizagem desses conceitos em diferentes niveis
educacionais.

Dessa forma, este trabalho contribui para uma melhor compreensao dos osciladores
harmonicos, enfatizando sua importancia como modelo fundamental na fisica. Além disso,
ao explorar as conexoes entre a mecanica classica e a quantica, possibilita reflexoes
mais amplas sobre a natureza das teorias fisicas e suas limitagoes, incentivando futuras

investigagoes sobre o tema.
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