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Resumo

O ensino de limites na matematica ¢ frequentemente acompanhado por uma série de
dificuldades enfrentadas pelos estudantes. Essas dificuldades podem ser atribuidas a fatores
epistemologicos, ou seja, relacionados a forma como o conhecimento ¢ adquirido e
assimilado. Havendo também indicios de deficiéncias em relagdo a compreensdo da
matematica do ensino bésico. O desenvolvimento de um recurso visual na plataforma
Geogebra afim de diminuir um pouco da abstracdo e do rigor foi o objetivo principal deste
trabalho, ir além do ensino tradicional, oferecendo uma experiéncia de aprendizado
enriquecida e permitir que estudantes explorem os aspectos mais sutis e desafiadores da
teoria, incentivando o desenvolvimento de uma compreensao mais profunda e significativa do

calculo.

Palavras-chave: Geogebra, Calculo, Tecnologias na Educacao, Historia do Calculo.

Abstract

The teaching of limits in mathematics is often accompanied by a series of difficulties
faced by students. These difficulties can be attributed to epistemological factors, that is,
related to how knowledge is acquired and assimilated. There are also indications of
deficiencies in understanding basic mathematics. The main objective of this work was the
development of a visual resource on the Geogebra platform in order to reduce some of the
abstraction and rigor, going beyond traditional teaching methods, offering an enriched
learning experience, and allowing students to explore the more subtle and challenging aspects
of the theory, encouraging the development of a deeper and more meaningful understanding

of calculus.

Keywords: Geogebra, Calculus, Technology applied in education, History of Calculus.
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1. INTRODUCAO E JUSTIFICATIVA

O calculo moderno foi introduzido como o calculo de infinitesimais, de forma
independente, em diferentes locais e anos do século XVII por dois dos matematicos mais
famosos da historia, Sir Isaac Newton e o matematico e filosofo Gottfried Leibniz. Enquanto
Leibniz considerava o célculo algo mais analitico, para Newton, o calculo tinha natureza
geométrica, em suas pesquisas ambos forneceram métodos minuciosos, fazendo uso de
notacdes, regras definidas e por fim, notaram que os processos de diferenciar e integrar eram
mutuamente inversos. Deste modo o ensino do célculo diverge em duas vertentes, o Célculo
Diferencial e Integral, a primeira vertente estuda como as grandezas variam e como encontrar
a taxa de variacao entre essas grandezas e a outra compde-se do estudo da integragcdo € como
pode ser aplicada para encontrar areas e volume sob curvas no plano cartesiano em diferentes
dimensdes. No entanto, esses métodos ainda ndo possuiam o rigor matematico necessario,
este que so foi desenvolvido no século XIX. Esta falta de rigor acarretou varios debates
acerca dos aspectos do Calculo.

Foram debatidos dois aspectos problematicos do Calculo: um com relagcdo aos
conceitos e principios fundamentais e outro referente ao fato de o Calculo conduzir
a erros. No primeiro aspecto, discutia-se a falta de rigor 16gico dos conceitos,
destacando a falta de fundamentagdo do infinitamente pequeno e do infinitamente
grande (principalmente para os diferenciais de ordem superior); os diferenciais de
Leibniz, segundo Rolle (1652-1719), podiam ser interpretados tanto como
quantidades ndo nulas determinadas, quanto como zero. Rolle sustentava que no
Célculo o todo era igual a parte, pois uma grandeza x somada ao seu diferencial dx
era igual a ela propria; e que, além disto, os diferenciais eram manipulados
diferentemente, conforme as necessidades para se atingir a solu¢do do problema (a
solucdo ja era conhecida anteriormente). Varignon (1654-1722), com base no
método Newtoniano, respondeu a essas criticas de Rolle; porem, ndo

satisfatoriamente, pois usou apenas um jogo de palavras que ndo esclareceu nada.
(BRITO; CARDOSO, 1997, p.138).

O porqué disso? Os ramos da matemdtica foram desenvolvidos para lidar com
diferentes situacdes problema. As geometrias plana e espacial, por exemplo, nos permitem
realizar o estudo de areas, perimetros, angulos e volumes de certas figuras ou a estatistica que
utiliza ferramentas e conceitos matematicos para coletar, organizar, analisar ¢ interpretar
dados, porém antes destes ramos serem definidos varios experimentos ocorrem, por vezes
levando a resultados corretos e, por vezes, ndo levando a resultado algum. Com a cria¢do da
ciéncia moderna no século XVII e sua crescente expansao, varias destas situagdes problemas
que atormentavam a comunidade cientifica no periodo mencionado eram apontadas por

fisicos e astronomos que também eram os mesmos matematicos que as solucionaram.



O calculo, inicialmente, fora criado para resolver problemas importantes da fisica,
possibilitando lidar com velocidades e distancias, tangentes e areas, mas como toda criagdo
nem toda possibilidade de uso € prevista pelos seus criadores.

O Calculo, por volta de 1700, era ainda essencialmente orientado para a Geometria.
Tratava de problemas sobre curvas, empregava simbolos algébricos, mas as
quantidades de que se utilizava eram principalmente interpretadas como ordenadas
e abscissas de curvas ou como outros elementos de figuras geométricas. Durante a
primeira metade do século diminuiu o interesse pela origem geométrica dos

problemas e os matematicos passaram a se interessar mais pelos simbolos e
férmulas do que pelas figuras. (BARON; BOS, 1985, p.43).

Durante os 150 anos até o desenvolvimento de uma abordagem mais rigorosa para o
calculo varios ramos do mesmo foram desenvolvidos, como as equagdes diferenciais e o
calculo de variagdes. Para os matematicos daquele periodo a linguagem do célculo como
ferramenta era perfeita para resolver vérios problemas e ndo havia grande preocupacido em
fundamentar suas bases. “A falta de rigor imputada aos matematicos do século XVIII provém
sobretudo, das dificuldades por eles enfrentadas em definir de maneira precisa as nogdes
basicas do Calculo, das quais, todavia, tinham muitas vezes uma boa concepgao intuitiva.”

(DIEUDONNE Apud AVILA, 1993, p.22).

Segundo artigo escrito para a Scientific American em 2014, o matematico e
historiador Amir Alexander explorou o seguinte ponto de vista: “Os pioneiros do calculo
infinitesimal sabiam muito bem que sua abordagem se baseava em fundamentos l6gicos
precarios, mas no geral ndo se importavam. Desde que seu método levasse a resultados
corretos, concordava-se que deveria ser fundamentalmente solido”. Esta abordagem reflete o
momento histérico no qual o célculo foi concebido. Durante o periodo de sua formulagao, os
matematicos estavam desbravando novas fronteiras e desvendando conceitos revolucionarios

como mencionado anteriormente.

Do ponto de vista apresentado até agora da-se a entender que os matematicos deste
periodo cometiam equivocos frequentemente devido a falta de rigor matematico, mas

Grabiner (1983) explica que existiam dois motivos pelos quais isso ndo ocorria:

O primeiro motivo é que ao lidar com variaveis reais, fungdes de uma variavel,
séries de poténcia, e fungdes que surgiam de problemas da fisica, erros nao
aconteciam com frequéncia. O segundo motivo era que matematicos como Euler e
Laplace tinham um conhecimento profundo em relagdo as propriedades basicas dos
conceitos relacionados ao célculo, os tornando capazes de escolher métodos efetivos
e evitar armadilhas. O Unico "erro" que cometeram foi o de usar métodos que
chocaram matematicos de geragdes futuras que cresceram com o rigor matematico
do século XIX. (GRABINER, 1983, p. 188).



Foi apenas no inicio do século XIX que uma abordagem mais logica e formal, porém
puramente verbal apareceu nos trabalhos do matematico francés Augustin-Louis Cauchy
(1789-1867):

Chamamos quantidade variavel aquela que consideramos capaz de assumir diversos
valores diferentes sucessivamente. Por outro lado, chamamos quantidade constante
aquela que assume um valor fixo e determinado. Quando os valores sucessivamente
atribuidos a uma variavel aproximam-se indefinidamente de um valor fixo, de modo

que eles finalmente diferem deste valor tdo pouco quanto quisermos, esse ultimo
valor ¢ chamado limite de todos os outros. (BARON, 1985c, p. 46).

Uma abordagem nao muito diferente de um de seus predecessores, porém Cauchy foi

o primeiro a usar desigualdades em suas provas, como menciona Judith V. Grabiner, autora

do livro “As Origens do Cdlculo Rigoroso de Cauchy”. Grabiner (1983) também explica
que:

As bases logicas e formais do calculo ndo sdo nada intuitivas - ao contrario, na

verdade. O calculo é uma disciplina que trabalha com velocidades e distidncias, com

tangentes e areas - ndo com desigualdades. Quando Newton e Leibniz criaram o

calculo no final do século XVII, eles ndo se valeram de demonstragdes
delta-épsilon. (GRABINER, 1983, p. 185).

A mengdo do termo “intuitiva” nas palavras de Grabiner ¢ comumente usada para
descrever abordagens axiomadticas, mas ao verificarmos o significado deste termo, quando
algo ¢ considerado intuitivo, significa que ¢ facil de compreender, utilizar ou aprender sem
necessidade de instru¢des complexas, ou grande esforco mental. Subentende-se que essas
abordagens devem fazer sentido de imediato ¢ que quem as 1€ possui um conhecimento
prévio ou uma compreensdo inata do assunto em pauta. No livro “Particularidades da
constituicdo das Nogoes de Infinito na historia e na educacio matematica” Kill (2021)
aborda que “As teorias matematicas, por vezes, ndo seguem o caminho que o senso intuitivo
orienta. Na teoria cantoriana sobre o infinito, sdo fartos os exemplos nos quais a intuigdo ¢
ludibriada, em virtude do carater surreal dos resultados alcangados.” Além disso, Reis (2001)

ressalta que “A intui¢cdo ¢ um elemento fundamental em qualquer situagdo de ensino.”

[...] o termo intuicdo sera utilizado geralmente como equivalente a 'conhecimento
intuitivo'; em outras palavras ndo como uma fonte, ndo como um termo, mas sim
como um tipo de cogni¢do. Admite-se intuitivamente que a menor distancia entre
dois pontos ¢ uma linha reta, que todo niimero terda um sucessor, que o inteiro ¢
maior que cada uma de suas partes, que um corpo ira cair quando ndo estiver
apoiado. (FISCHBEIN, 1987, p.13).

Acreditamos que ao ensinar matematica, ¢ importante que o professor considere a
intuicdo dos estudantes e procure estratégias para aprimora-la e conduzi-la de forma

adequada. Porém, ¢ fundamental reconhecer que, em algumas situacdes, a intui¢do pode nao



ser a Unica orientagao confiavel, principalmente quando lidamos com conceitos complexos ou
resultados axiomaticos. Nessas circunstancias, a percepcao intuitiva pode parecer enganosa
ou restrita e desta forma buscamos entender quais eram as dificuldades para se assimilar os
conceitos presentes na definicdo de limite e como a ferramenta Geogebra poderia auxiliar o

aprendizado.



2. OBJETIVOS
2.1. OBJETIVO GERAL

Criagao de um objeto educacional baseado na plataforma Geogebra que possibilite ao
discente a constru¢ao de conhecimentos especificos da definicdo de Limite, além das nogdes

intuitivas e exploratorias.
2.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Analise dos pré-requisitos necessarios para que o conceito de Limite seja

compreendido pelos alunos de Calculo;
e Analise das dificuldades de natureza epistemoldgica na compreensao do Calculo;

e Demonstrar as potencialidades da plataforma Geogebra e estratégias que podem ser
adotadas por professores para auxiliar os discentes no processo de aprendizagem da

defini¢do de limite.



3. FUNDAMENTACAO TEORICA

Em um evento no qual tivemos a oportunidade de participar durante a graduacao, pois

ali apresentariamos um trabalho que envolvia o uso de um aplicativo de autoria nossa para o

ensino de geometria plana e espacial, um estudante que passava proximo ao nosso estande se

interessou pelas figuras expostas e, apds receber uma explicagdo um tanto desajeitada sobre o
. . . o . .

projeto em questdo, com o rosto ainda exibindo uma expressao confusa ele disse: "Na

matematica h4 um padrao em tudo... porém compreendé-lo... esse ¢ o verdadeiro desafio,

ne?"

Uma particularidade da maioria das pesquisas relacionadas as dificuldades da
compreensdo do Calculo desde Reis (2001) até Ferreira (2021), o professor emérito de
Pensamento Matematico na Universidade de Warwick e editor do livro “Advanced

Mathematical Thinking”, David Tall, ¢ mencionado frequentemente.
O livro mencionado ¢ dividido em sete capitulos:

I - A psicologia do Pensamento Matematico Avancado; II - O processo do Pensamento
Matematico Avangado; III - Criatividade Matematica; IV - Demonstracdo Matematica V - O
papel das defini¢des no ensino e aprendizado de matematica; VI - O papel de entidades
conceituais e seus simbolos na constru¢do de conceitos matematicos avangados; VII -

Abstracao Reflexiva no Pensamento Matematico avangado.

r

O pensamento matematico avangado ¢ caracterizado por processos mentais
complexos, criatividade e a habilidade de construir demonstracdes e pensar de maneira
abstrata. O livro aborda ainda o desenvolvimento cognitivo, as dificuldades encontradas pelos
estudantes ao lidar com axiomas e a utilizagdo do computador no ensino e aprendizado desses

temas.

A obra possui trés focos centrais: 1) a natureza do pensamento matematico
avancado, cujos topicos incluem os processos envolvidos na concepgdo do
pensamento matematico avangado, a criatividade matematica e a prova matematica;
2) a teoria cognitiva do pensamento matematico avangado, cujos topicos incluem o
papel das defini¢oes, o papel dos simbolos e a abstracdo reflexiva; 3) a pesquisa
envolvendo o ensino e a aprendizagem do pensamento matematico avangado, cujos
topicos incluem o desenvolvimento cognitivo e dificuldades conceituais
relacionadas a fungdes, limites, andlise, infinito, prova e ainda, o uso do
computador. (REIS, 2001, p.45 - 46).

Segundo Ferreira (2021), representagdes simbodlicas e mentais s30 mecanismos

fundamentais para expressar, transmitir € processar o conhecimento. Elas estdo relacionadas a



conexdo entre sinais e seus significados, a criagdo de representacdes mentais através da
visualizacdo e ao uso de objetos concretos externos para expressar € comunicar essas

representagdes mentais.

Partindo da ideia do uso intuitivo da visualizacdo, da manipulagdo e interagdo com
objetos e o uso do computador, refletimos sobre as vantagens e desvantagens de se encontrar
um limite graficamente e sobre como esse pode ser um recurso precioso para ajudar os

estudantes que estdo ingressando na graduacao a entender a defini¢do de limite no célculo.

A transi¢do do pensamento matematico elementar para o avangado envolve uma
mudanca significativa: a transi¢do de descrever para definir, de convencer para
provar de maneira logica com base nessas defini¢des. Essa transicdo requer uma
reconstru¢ao cognitiva observada durante a luta inicial dos estudantes universitarios
com abstragdes formais, conforme eles lidam com o primeiro ano da universidade.
E a transi¢io da coeréncia da matematica elementar para a consequéncia da
matematica avancada, baseada em entidades abstratas que o individuo deve
construir mediante dedugdes a partir de definicdes formais. (TALL, 1991, p.20,
traducdo nossa).

3.1. O ENSINO DO CALCULO

Consideramos que em Calculo se espera que o discente aprenda a calcular e
interpretar o comportamento de fungdes a medida que se aproximam do infinito, a relacdo
entre o limite, a derivada e a integral, estes sendo os pilares para o teorema fundamental do
calculo, que ¢ estudado de forma mais aprofundada ao decorrer da graduagdao. O Célculo,
uma disciplina indispensavel para o desenvolvimento do estudante de exatas no ensino
superior, seja licenciatura, bacharelado ou nos cursos das areas de fisica, quimica, engenharia,
economia e ciéncia da computagdo. Todavia, “A transicdo da Matematica escolar para a
Matematica superior envolve alguns estrangulamentos por conta das especificidades de cada
uma. Mesmo para aqueles que se adaptam mais facilmente, os pontos cegos sdo persistentes.”
(KILL, 2021, p.215). Estes pontos cegos fazem alusdo a habilidade do estudante de entender

e vislumbrar o que ¢ descrito em uma teoria matematica.

Em sua pesquisa Hardy (2009) que aborda as percepcdes dos estudantes sobre o
ensino de limites na componente de calculo nos cursos superiores, aponta que alguns dos
estudantes entrevistados relataram dificuldade em compreender e aplicar técnicas
matematicas em problemas mais complexos. Igliori (2009) destaca que “o processo de ensino
aprendizagem no ensino superior € especialmente intricado por haver, por parte de muitos

professores, algumas expectativas, em geral, ndo correspondidas, sobre o conhecimento



b

prévio dos estudantes.” Estas expectativas, quando ndo atendidas, geram frustracdo,
desmotivacdo e baixo desempenho por parte dos discentes, levando a altas taxas de
reprovacao e desisténcia.
Uma das razdes pelas quais o ensino do calculo esta em desordem é que os
conceitos que matematicos especialistas consideram intuitivos ndo sdo “intuitivos”

para os alunos. [...] Pesquisas em educagdo matematica mostram que as ideias dos
alunos sobre muitos conceitos ndo atendem as expectativas. (TALL, 1991 p.5).

Essas lacunas deixadas pelo ensino basico preocupam pesquisadores héa anos, segundo
Belingoff e Gouvéa (2008), o matematico Euler (1707 - 1783) demonstrava preocupagdes
quanto a aprendizagem do calculo de séculos atras e salientou a ideia de uma componente
introdutdria ou preparatoria. Recentemente Fontes e Gontijo (2022) conduziram um estudo
acerca do ensino e da aprendizagem de Célculo Diferencial e Integral na educacao superior
brasileira e abordaram as altas taxas de reprovagdo e evasao ainda recorrentes, além de uma
analise de alguns livros usados na componente e das dificuldades encontradas pelos
estudantes.

O rigor no ensino de Calculo [...] prevaleceu com o surgimento do curso de
matematica no Brasil na década de 1930, modelo que foi criticado ao longo do
tempo ¢ que resultou em diversas reformas no ensino. Tais reformas ndo foram
suficientes para resolver os problemas de aprendizagem dessa disciplina, que

apresenta altos indices de reprovagdo e evasdo nos cursos brasileiros. (FONTES;
GONTLO, 2022, p.176).

A falta de uma base sélida dos conceitos matematicos dos estudantes que estdo na
transicdo do ensino médio para o ensino superior, como apontado por Alvarenga, Dorr e
Vieira (2016), essas lacunas agravam os problemas de compreensdo dos conceitos
apresentados no Calculo e, no desenrolar do curso, podem se tornar o motivo para a
reprovacdo do estudante. Para tentar solucionar esses obstaculos epistemologicos, as
instituigdes de ensino buscaram implementar estratégias como a inclusao de disciplinas de
revisao, tais como fundamentos de matematica ou pré-calculo.

Assim, diante de tais evidéncias, muitas instituicdes de Ensino Superior passam a
oferecer cursos de nivelamento (denominados na literatura de Pré-Calculo, Célculo
Zero ou Introdugdo ao Calculo) nos quais conteudos da educagdo bdasica sdo
revisados ou introduzidos a alunos ingressantes [...] os primeiros registros sobre a
oferta de cursos de nivelamento como medida paliativa para o problema da
reprovagdo em Calculo no Brasil ocorreram por volta da década de 70,

comprovando que este ndo ¢ um problema recente. Atualmente, a oferta dos
referidos cursos ainda perdura em diversas instituigdes. (ZARPELON, 2016, p.38).

Ademais, o Célculo ¢ em alguns momentos uma disciplina tedrica € em outros,
pratica, exigindo do aluno uma capacidade de pensamento ldgico e abstrato e uma boa

compreensdo e interpretagdo de textos. Compreender e demonstrar, sdo habilidades que



devem ser dominadas pelo discente ao decorrer do curso de Licenciatura, mas as bases para
esses conhecimentos devem ser adquiridas no ensino basico.
Muitas dificuldades de aprendizagem estdo relacionadas ao nivel de proficiéncia no
uso da linguagem escrita, no desenvolvimento da capacidade de expressdo e
de compreensdo da Matematica, nas dificuldades de apropriagdo conceitual e

no desenvolvimento de habilidades previstas para a Educagdo Bésica, entre outros
aspectos. (SCHIMER; TAUCHEN, 2022, p.2).

O programa monitoria, ¢ uma das estratégias adotadas pelas instituigdes de ensino
onde um ex-estudante da componente participa de uma selegdo e, se selecionado, recebe uma
bolsa para esclarecer as duvidas dos estudantes e orienta-los nas atividades académicas sob a
supervisdo do professor da disciplina, programa este que tivemos a oportunidade de fazer
parte durante dois semestres da graduacdo. O estudo de Zarpelon (2016) ressalta a
importancia dessas intervengdes para superar as dificuldades encontradas na disciplina de
Célculo I. Além de mencionar que ‘“a maioria dos estudantes que nao tiveram sucesso na

disciplina ndo participavam ou participavam de forma timida dessas iniciativas.”

Outras iniciativas para evitar o fracasso dos estudantes no ensino de Calculo,
envolvem a busca por metodologias ativas por parte dos docentes com o intuito de aumentar
o engajamento e a motivagdo para aprender dos alunos. Tornando-se agentes ativos na
construgdo do conhecimento, por meio de discussdes, resolucao de problemas, trabalhos em
grupo, usos de tecnologias e outras atividades que estimulam o pensamento critico e a
reflexdo.

Uma proposta para a melhoria no processo de ensino e aprendizagem em Calculo
sdo mudangas metodoldgicas, como, por exemplo, o uso de metodologias ativas,
que favorecem a aprendizagem dos estudantes e contribuem com o envolvimento
dos sujeitos na realizagdo das atividades e estimulando a sua autonomia [...]
Planejar as atividades a serem executadas, baseadas na realidade da turma, analisar
e refletir sobre os resultados obtidos a luz da teoria, sdo os caminhos para aprimorar

o processo de ensinar, de modo a favorecer a aprendizagem. (FONTES; GONTIJO,
2022, p.176).

Durante a experiéncia como monitor, pode-se averiguar que dos poucos alunos
participantes, grande parte deles tinham facilidade na resolucdo de problemas apds
entenderem a usar a ferramenta, onde a repeticdo ¢ a memorizagdo sdo as habilidades mais
utilizadas. Pode-se notar também que ao serem apresentados a uma nova defini¢do ou
teorema, os discentes normalmente solicitam uma aplicagdo ou exercicio resolvido, de modo
que eles possam usar como formula para resolver outros exercicios, mas nao necessariamente

significa que aquela defini¢do ou teorema foram compreendidos.



Estudantes sdo provenientes de um sistema educacional onde o ensino de
Matematica estd principalmente centrado em calculos e na manipulagdo de
simbolos, bem como na exploracdo de conceitos a partir de suas propriedades. A
analise formal passa a requerer dos alunos um trabalho com definigdes que
envolvem quantificadores multiplos e logica proposicional. Estudantes podem
fazé-lo como se estivessem iniciando uma constru¢do nova, compartimentalizada
das imagens prévias deixando a reconcilia¢do com as experiéncias anteriores para
depois, ou, partindo do conhecimento prévio, reconstruindo-o. (PINTO, 2001,
p.125).

E perceptivel que as dificuldades relacionadas ao ensino e aprendizagem de Célculo sdo
amplamente reconhecidas e que os obstaculos que afetam tanto a compreensdo conceitual
quanto a aplicagdo pratica deste conteudo estdo sedimentados na histéria da Matematica. Os
autores mencionados anteriormente questionam a abordagem tradicional, que costuma
apresentar os enunciados matematicos de forma linearizada, enquanto outros defendem o
desenvolvimento de abordagens mais flexiveis e adaptativas do processo de
ensino-aprendizagem, visando permitir que os estudantes avancem em seu proprio ritmo. Tais
abordagens geralmente envolvem o uso de novos métodos de ensino, tecnologias e materiais
concebidos para atender de forma mais adequada as necessidades dos alunos

contemporaneos.

3.2. O ENSINO DE LIMITE

Compreender a definicdo de limites em célculo pode ser desafiador, especialmente ao
tentar entender os argumentos presentes nessa definicdo. Esses argumentos especificam as
condi¢des nas quais uma fungdo se aproxima de um valor especifico a medida que os valores
de entrada se aproximam cada vez mais de um ponto dado. Esses argumentos envolvem o uso
de duas variaveis, € (épsilon) e & (delta), as quais sdo utilizadas para definir a tolerancia ou
erro permitido no valor da fungdo, assim como a distdncia permitida entre os valores de
entrada e o referido ponto. “Quando apresentamos o conceito de limite, utilizando a defini¢ao
formal, ndo hd como negar a complexidade que essa notagdo apresenta e, principalmente, o

que o aluno necessita para compreendé-la.” (ABREU, 2011, p.28).

Lima (2006) descreve a defini¢do de limite em seu livro “Andlise real volume 1.

Funcgoes de uma varidavel” da seguinte forma: “lim f(x) = L quer dizer que se pode
x—a

tornar f(x) tdo proximo de L quanto se queira desde que se tome x € X suficientemente
préoximo, porém diferente, de a”. Em outras palavras, ao analisar o limite de f(x) quando x se

aproxima de a, ndo levamos em consideragdo o caso x = a. Nosso interesse reside em



examinar o comportamento de f(x) para valores proximos de a. A fun¢do f pode nem
mesmo estar definida para X = a A rigor:

Ve > 0386 > 0, x€X,0 < |x —a|] < 6=2|f(x) — L] < e

Esta definicdo ¢ apresentada aos alunos de Calculo 1 tradicionalmente de modo a
iniciar-se o topico de Limites, porém devido ao tempo e a quantidade de topicos presentes na
disciplina, a defini¢do ¢ apresentada, exemplos sdo dados e talvez seja aplicada na primeira
avaliacdo do curso. Como descrito por Reis (2001) “[...] apdés um eventual capitulo somente
de teoria e calculo de limites, todos os limites sdao calculados por continuidade, isto €, através
da substitui¢do do ponto na funcdo. Logo, a questdo dos limites deve ser desviada e o curso
deve seguir direto rumo as derivadas, integrais e suas aplicagdes.”Entender o uso desses
argumentos para comprovar a existéncia de um limite pode ser um desafio, pois requer um
alto nivel de precisdo e atencdo aos detalhes. Ter uma intuicao clara sobre o significado de
uma fun¢do se aproximando cada vez mais de um ponto especifico pode ser um conceito
dificil de se compreender. Celestino (2011) ressalta “O simbolo lim, usado quando

escrevemos lim f(x) = L, na propria leitura dessa sentenga, traz aos alunos dificuldades

xX—x
0

em perceber que o “limite €” e a “fun¢do se aproxima”, em geral, leem o limite se aproxima.”
Swokowski (1999) também aborda em seu livro “Cdalculo com Geometria Analitica” o
mesmo problema em relagdo a mencao de aproximagdes na defini¢do, ele diz que:
No desenvolvimento do célculo no século XVIII, o conceito de limite foi tratado
intuitivamente, [...], onde supomos que o valor de f{x) tende para um certo nimero L
quando x tende para um numero a. Ou seja, quanto mais proximo de L estiver o

valor de f(x), mais proximo de a estard x. O problema desta definicdo estd na
palavra proximo. (SWOKOWSKI, 1999, p.49).

Tall e Vinner (1981) relatam em sua pesquisa que ao abordar a defini¢do de limite de
uma fung¢do, os discentes tém uma percepc¢ao de dindmica, onde o processo de aproximagao
do ponto a da sensacdo de movimento e relatam que apdés um experimento no qual os

discentes foram solicitados a explicar o que significava “lim f(x) = c” foi revelado que a
x—a

maioria dos discentes ndo sucedera em apresentar uma resposta concisa, porém mesmo que

confusas as respostas ainda se assimilavam a nog¢ao de limite.

A 1ideia de limite envolve o gradual avangco em dire¢do a um valor especifico. No
entanto, associar esse conceito a no¢do de movimento fisico ou aproximacao se prova um

obstaculo. Isso acontece porque a definicdo formal de limite ¢ estatica e ndo leva em conta o



processo dinamico de aproximagdo. Ao usarmos expressoes como "tdo perto quanto se
queira" ou "se aproxima cada vez mais", descrevemos uma ideia de movimento ou processo
continuo. Cetin (2009) argumenta em seu trabalho que “¢ comum que o estudante decore a
defini¢do de limites, porém sem procurar entendé-la, j4 que o uso dos procedimentos
aparenta-se mais pratico para achar o limite de uma fungdo.” Situagdo similar também
aparece como depoimento de um professor de Célculo 1 no trabalho de Reis (2001):
[...] tava todo mundo decorando féormulas para achar o delta quando era dado o
épsilon da fungdo tal [...] naquele tempo as provas eram sem consulta e eles estavam
decorando formulas e colando formulas para achar o delta [...] Ou seja, eles estavam
fazendo aquilo sem a menor compreensdo [...] Apesar de todos os roteiros que a

gente fazia para ver se eles entendiam [...] talvez um terco dos alunos das melhores
turmas entendia, mas o resto ndo entendia nada. (REIS, 2001, p.179-180).

Ao mesmo tempo, em que aplicar a defini¢do de limites para resolver problemas
requer uma combinacdo de habilidades matematicas e raciocinio légico. Ainda segundo
Gongalves e Zunchi (2003) “Ao formalizar o conceito de limites, os obstaculos aumentam,
pois neste momento, o aluno se depara com a formalizag¢do da linguagem matematica, a qual
muitas vezes ele ndo entende. A falta de uma base em matematica basica torna-se evidente,
ao lidar com conceitos de fungdes modulares.” A fala destes autores corrobora a ideia de que
a grande maioria dos estudantes podem encontrar desafios ao formularem seus argumentos
para demonstrar a existéncia de um determinado limite ou ao manipular expressoes algébricas
para encontrar o valor do limite.

[...] as dificuldades de aprendizagem relacionadas a operacdo de limite estdo
associadas muito mais as suas dificuldades em manipula¢des algébricas (fatoragio
de polinomios, relagdes trigonométricas, simplificagdes algébricas, “produtos
notaveis”, etc.) do que a sua interpretagdo analitica. Assim, no contexto do ensino
de Célculo, pode-se dizer que a nocdo de limite de fungdes estd mais caracterizada,
portanto, como uma operagdo algébrica do que com uma operacdo analitica. Essa

“algebrizacdo exacerbada da operacdo de limite caracteriza bem o que queremos
dizer com a “prevaléncia da técnica sobre o significado.” (REZENDE, 2003, p. 13).

Para compreender verdadeiramente a defini¢do formal de limite, ¢ preciso ter certas

"concepcdes de matematica", que muitas vezes parecem ser um conceito misterioso.

Concepgdes de matematica: ‘sdo as crengas conscientes ou subconscientes,
conceitos, regras, imagens mentais e preferéncias concernentes a disciplina de
matematica. Essas crengas, conceitos, visdes e preferéncias constituem os
rudimentos de uma filosofia matematica.” (THOMPSON, 1992, p. 130).

E dificil determinar quando isso ¢ adquirido pelo individuo e se torna ainda mais

desafiador quando tenta-se transmiti-lo para outras pessoas.

Convencer a si envolve ter uma ideia de por que uma afirmag¢do pode ser
verdadeira, mas convencer um amigo requer que os argumentos sejam organizados



de forma mais coerente. Convencer um inimigo significa que o argumento agora
deve ser analisado e refinado para poder resistir ao teste da critica. Isso é o mais
proximo que o Pensamento Matematico chega & nocdo de prova. (TALL, 1991,
p-20, tradugdo nossa).

Por experiéncia, ao ler uma demonstragdo ou exemplo resolvido em um livro e tentar
compreender cada etapa individualmente, tudo parece um pouco arbitrario e frequentemente
nos vemos acometidos com um sentimento de estar a deriva, pois os termos e conceitos
utilizados pelos que resolveram os problemas parecem estar desconectados do assunto que
pensavamos estar aprendendo. Em algum momento, parece que estamos apenas manipulando

simbolos, como um tipo perverso de palavras-cruzadas.

Na Matematica, o potencial encantamento surge mediante o entendimento dos
resultados ¢ das relagdes. Alunos a margem da linguagem utilizada pelo livro ou
pelo professor tornam-se espectadores de uma sinfonia surda, cenario de um
espetaculo sem sentido em meio a um siléncio amedrontador. (KILL, 2021, p.216).

No trabalho de Tall e Vinner (1981) ¢ discutido como cada individuo pode gerar uma
imagem conceitual unica do que lhe ¢ apresentado como defini¢do. Essa forma de abordagem
reconhece que, apesar de ser comumente vista como uma disciplina exata, a matematica

também pode ser interpretada e compreendida de maneira subjetiva.

A imagem conceitual diz respeito ao aspecto cognitivo sobre o qual o aluno constroi
este conhecimento. Sobre este aspecto ¢ importante levarmos em conta a
particularidade de cada aluno na forma como ele constroi este conhecimento. Isto se
da, as vezes de forma equivocada, a despeito de qualquer analise formal que se
tenha construido durante a aula. (ABREU, 2011, p.15).

Percebe-se que as dificuldades em desenvolver a habilidade para compreender os
argumentos logicos e abstratos presentes na definigdo de limite deve-se a falta de
fundamentagdo do que ¢ aprendido no ensino bésico, esta responsabilidade recai ndo somente
sobre os docentes do ensino superior, mas também sobre os discentes. O docente deve
investigar as dificuldades de seus alunos e oferecer metodologias diferentes que possam
amenizar o rigor do contetido, por outro lado, o discente deve reconhecer as areas em que
possui dificuldades e como preencher possiveis lacunas em seu conhecimento, para Lima e
Silva (2012) “[...] compreender os significados dos conceitos fundamentais deste ramo do
conhecimento, as ideias que estiveram em sua génese, € que soubessem utilizar aquilo que
haviam estudado, por meio de técnicas operatorias, como ferramentas para a resolucao de
problemas.” Ainda segundo Bairral e Lobos (2019) “O estudo de Limite desenvolve
processos importantes do pensamento matematico, tais como a delimitacdo e o estudo de
intervalos, a analise de maximos e de minimos, a identificagdo do ponto de acumulagdo, a

aproximacao e a lateralidade”. Porém, entender ou ndo o que sao os €'s e d's na defini¢cao nao



se prova problema suficiente para que o aluno consiga achar os limites de uma fungao.
Conforme a analise de Kill (2021) sobre um relato acerca do processo de compreensiao dos
limites em célculo, “a auséncia de significado das expressdes introduzidas por Weierstrass
(1815-1897), para fundamentar as nog¢des de calculo, ndo foi impedimento para obtencao de

resultados. Para esses casos, parece imperar a repeticdo € a memorizagao.”

A partir destas reflexdes sobre os problemas epistemologicos encontrados no ensino
de calculo, particularmente no ensino de limites, este trabalho teve como objetivo a criacdo
de um material didatico interativo que em sua estrutura possui explicacdes detalhadas com
recursos visuais acerca das nogdes tedricas de limites e dos conceitos matematicos
necessarios para sua compreensdao. A ferramenta também inclui exercicios e atividades de
autoavaliacdo para que os estudantes possam, através da resolugdo de problemas, entender a
importancia das nogdes apresentadas. Visando oferecer um recurso que va além do que ¢
apresentado nos curriculos tradicionais para enriquecer a experiéncia de aprendizado,

permitindo que eles mergulhem nos aspectos mais sutis e desafiadores da teoria do limite.

3.3. A FERRAMENTA GEOGEBRA

O GeoGebra ¢ uma plataforma matematica gratuita e de cédigo aberto utilizada para o
ensino e aprendizado da matematica. E direcionado a estudantes e professores de todos os
niveis e pode ser utilizado em uma variedade de atividades, como o estudo de graficos,
geometria, algebra e calculo. Através de sua interface interativa, os usuarios podem
manipular objetos na tela e visualizar os resultados em tempo real, o que o torna util na
exploragdo de conceitos matematicos ¢ na resolugdo de problemas. Para Kripka (2018) a
utilizacao de recursos tecnologicos digitais nas areas da matematica auxiliam na manipulagdo
de dados, prevenindo erros de calculo e agilizando a obtencao de solugdes numéricas. Além
de auxiliar na interpretagdo de problemas por meio de representagdes visuais, possuem
interfaces amigaveis e de facil utilizacdo. Esses recursos tecnoldgicos possibilitam resolver
problemas de forma interativa e permitem representagdes visuais, o que favorece a
compreensdo dos problemas estudados. A necessidade de explorar os recursos da informatica
nas aulas de Matematica tem propiciado transformagdes no ambiente educacional que
incluem, a modificagdo dos processos de ensino e aprendizagem, a abordagem diferenciada

de conceitos matematicos. (RICHIT, 2005, p.34).



Marin (2009) e Igliori (2009) constataram em suas pesquisas a existéncia de inlimeros
trabalhos e investigagdes onde era evidente o uso de temdticas similares apresentando
também a preocupagdo sobre a componente de célculo e o desempenho dos discentes nas
institui¢des de ensino superior em todo o mundo.

A utilizacdo do GeoGebra traz dinamicidade ao processo, diferentemente de quando
utilizamos apenas o caderno, no qual os graficos sdo estaticos. A exploragdo dos
aspectos geométricos ¢ muito requerida nos trabalhos e manipular as ferramentas do
software permite uma maior compreensdo de tais caracteristicas. Quando o
professor deseja exibir uma quantidade maior de exemplos, é demandado bastante
tempo de aula. Entretanto, o GeoGebra permite uma gama articulada de exemplos e
conteidos, sem requerer tanto tempo [...] Com o uso de novas tecnologias de
informatica, entre elas softwares matematicos e aplicativos matematicos, os
docentes e estudantes encontram nestes, ferramentas que permitem melhorar os

processos de ensino e aprendizagem de forma eficaz nesta area de conhecimento.
(RIOS; IDROBO, 2017, p. 85 - 99).

Durante a concepg¢do do material que serd apresentado a seguir, pode-se notar as

seguintes qualidades do Geogebra no que diz respeito ao ensino de limites:

I - Visualizacdo de funcées: Os recursos de grafico do GeoGebra possibilitam que os

estudantes plotem fungdes e investiguem seu comportamento e o conceito de aproximacao.

II - Experimentacdo com diferentes valores e fun¢des: A interacdo proporcionada pela
interface do GeoGebra € notavel e possibilita que os estudantes modifiquem tanto as fungdes
quanto os valores das varidveis de entrada e auxilia na observagdo destas alteracdes em tempo

real e seus resultados.

III - Criacdo de demonstracgdes interativas: As capacidades de script e programacao do
GeoGebra podem ser usadas para criar demonstragdes interativas, que por sua vez, por
usarem logica, muito se assemelham com condigdes presentes em sistemas para

demonstragdes axiomaticas.

Com o uso do Geogebra e a combinagdo entre percepgao e analise para auxiliar e
fortalecer a compreensdo da defini¢ao de limites, esperamos que os estudantes que acessem o
material busquem visualizar, investigar e desenvolver concep¢des matemadticas que ndo

possuiam anteriormente.



4. METODOLOGIA

Este trabalho possui carater investigativo visando contribuir para o aperfeicoamento
de praticas docentes no processo educativo vinculando o trabalho docente com a plataforma
Geogebra no ensino superior, buscando analisar as dificuldades de compreensdo encontradas
na defini¢do de limites que podem impactar a aprendizagem dos discentes e oferecer um

material interativo que possa atender tais objecdes, como:

[...] a investigacdo de fendomenos relacionados a formacdo do pensamento
avancado; investigar fatores que dificultam a aquisicdo de conceito da matematica
avancada; expandir a faixa etaria das teorias da aprendizagem para a aquisi¢ao de
conceitos complexos da matematica; investigar abordagens de ensino que
favorecam apreensdo dos conceitos, entre outros temas (IGLIORI, 2009, p. 12).

Para o presente trabalho, serdo utilizadas estratégias de metodologias de
desenvolvimento (development research) as quais diversas modalidades vém se constituindo
como referencial metodologico para pesquisas envolvendo TICs. No trabalho de Coutinho e
Chaves (2001) a abordagem acerca das metodologias de desenvolvimento apresentam uma
nova perspectiva no que diz respeito ao trabalho cientifico, bem como uma nova forma de
relacionar teoria e pratica. Elas visam tanto a constru¢do de conhecimento que possa ser mais
abrangente, quanto aprimorar a intervengdo pratica e encontrar solugdes especificas para
problemas. Segundo Lencastre (2009) “a development research ambiciona, portanto, dar
contributos diretos para a melhoria dos processos educativos, medindo o impacto desses
contributos”. Entdo a metodologia utilizada neste trabalho procura relacionar com maior
relevancia o vinculo entre hipdtese, analise de dados, ferramentas e execugdo, procurando
preencher lacunas deixadas por investigacdes convencionais (exclusivamente qualitativa ou
exclusivamente quantitativa), de modo a desenvolver um material instrutivo cientifico.
“Investigacdo bdasica ou fundamental (que visa fundamentar teorias e aumentar o
conhecimento dentro de um dado dominio cientifico) e a aplicada (investigacdo que visa
sobretudo solucionar problemas de um individuo, grupo ou da sociedade em geral)”.

(COUTINHO; CHAVES, 2001, p. 897)

Particularmente sobre o produto proposto de forma distinta pretende-se seguir

conforme a pesquisa de desenvolvimento:

I. Investigacdo — Apurar os impasses de maior impacto no ensino, na aprendizagem do
publico-alvo no conteudo especifico e o que pode ser usado da plataforma proposta para

soluciona-los. Para Van Den Akker (1999) Mais ainda que outras abordagens metodologicas,



a investigacdo com fins de desenvolvimento visa dar ao mesmo tempo, contributos praticos e

cientificos.

II. Embasamento Teoérico — Buscar ambientar de forma sucinta o uso da plataforma e suas
funcdes no estudo de limites e seus conceitos para potencializar o ensino e o aprendizado, de
modo a avaliar os saberes e interposi¢des que outros investigadores tiveram tanto com o uso

da plataforma proposta quanto com outras tecnologias.

III. Testagem Empirica — Uso de bibliografias para fundamentar a criacao de questionarios
e auxiliar na resolugdo dos mesmos, além de promover relacdo direta entre axiomas,
defini¢cdes, o componente algoritmico e a intuicdo matemadtica, visto que, serdo usados para

avaliar tanto o uso da plataforma, quanto o desempenho dos discentes.

IV. Documentacio e Reflexdo acerca do processo e Resultados — Nesta parte serd descrito
0 que pode-se tomar para investigacoes futuras acerca do desenvolvimento do produto dentro
da plataforma Geogebra, da avaliacdo e implementacdo. Esta descreve a conclusao da

proposta e do processo.

As diferengas entre as metodologias de desenvolvimento e as abordagens empiricas
tradicionais situam-se mais ao nivel das finalidades da investigagdo (nivel filosofico
e epistemoldgico do que ao nivel dos métodos propriamente ditos: “os métodos da
investigagdo de desenvolvimento ndo sdo necessariamente diferentes de outras
abordagens de investigacdo educativa” (VAN DEN AKKER. 1999, p.9).

O uso e implementagdo da plataforma e do produto ndo se trata apenas do uso de
tecnologias no processo de ensino-aprendizagem, mas também do desenvolvimento de uma
estratégia de ensino, uma intervencao, € pensar em uma possivel solu¢ao para os desafios e
problemas das praticas existentes e motivar investigagdes futuras, refutagdes e criacdo de
problemas matematicos acerca das realidades enfrentadas pelos estudantes sendo estas,
sociais ou tecnologicas. Cabe aos pesquisadores da educacdo debrucar sobre as reais
necessidades dos jovens de hoje e sobre os saberes que possam interessar a eles. (IGLIORI,

2009, p.12).

4.1. O MATERIAL

Em nossas atividades, ndo exigimos que o estudante demonstre a rigor se o limite da

funcdo apresentada de fato existe, pois as demonstragdes ja se encontram no material, mas



sim solicitamos que o mesmo manipule as animagdes presentes no recurso ggbook' do
Geogebra e descreva a partir de suas conclusdes o que pode ser entendido. Procuramos
desenvolver nas atividades aspectos que envolvam a intui¢do, percepcao e a criatividade dos
alunos. O recurso possui quatro curtos capitulos, sendo o primeiro dedicado a apresentagao
do material e uma breve explicacdo de como o professor pode utilizd-lo como material de
apoio. A seguir, temos alguns exemplos do conteudo deste ggbook e para praticidade do

leitor deixamos as imagens como hiperlinks para o material.

Figura 1 - Defini¢cdo de Limites representada graficamente no Geogebra.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

No segundo capitulo, as primeiras constru¢des apos definirmos o que ¢ um limite,
solicitamos ao estudante que manipule os pontos de modo que o mesmo possa perceber que

todos os valores na intersec¢ao em laranja sao os intervalos presentes na definicao.

' Disponivel em : <https://www.geogebra.org/m/gg8ezg9x>


https://www.geogebra.org/m/gg8ezq9x#material/sm3tqau7
https://www.geogebra.org/m/gg8ezq9x

Figura 2 - Representacdo da demonstracio da continuidade da f(x) = \/;c no grafico.

Fonte: Elaborado pelo autor.

No terceiro capitulo trabalhamos a defini¢ao de continuidade de uma fungdo em seu
dominio, e solicitamos do aluno que através da visualizacdo das aproximagdes presentes na

constru¢ao, ele explique o que ¢ uma funcao continua.

Figura 3 - Representagdo da ideia de limite e descontinuidade.

Fonte: Elaborado pelo autor.


https://www.geogebra.org/m/gg8ezq9x#material/nyppmhfj
https://www.geogebra.org/m/gg8ezq9x#material/s6frajd6

Figura 4 - Representagdo da ideia de limite e descontinuidade no ponto.

fla) +¢

Fonte: Elaborado pelo autor.

As duas figuras acima, ainda no terceiro capitulo, representam respectivamente uma
funcdo com intervalo de descontinuidade e uma fun¢do descontinua em um ponto. Sobre
estas construgdes ¢ solicitado do estudante a interpretacdo do que acontece com a funcdo

naquele ponto ou intervalo.

Figura 5 - Constru¢do do Limite Trigonométrico Fundamental no Geogebra.

Fonte: Elaborado pelo autor.


https://www.geogebra.org/m/gg8ezq9x#material/s6frajd6
https://www.geogebra.org/m/gg8ezq9x#material/qsqsjkxw

No quarto capitulo do ggbook sdo apresentados os limites fundamentais, iniciando-se

pelo Limite Trigonométrico fundamental e sua demonstragdo. Neste capitulo ndo ha

7

atividades, mas a op¢do de manipulagdo e visualizacdo continuam disponiveis. E um

momento para que o estudante possa explorar livremente o material e tirar suas conclusdes

acerca destas demonstragdes.



5. CONSIDERACOES FINAIS

Mesmo que a definicdo de limite, por sua natureza, exija um alto nivel de rigor e
precisdo, ela também envolve aspectos intuitivos e criativos. Explorar estes aspectos pode
oferecer uma base rica para que o estudante tenha sucesso no curso de licenciatura. No que
diz respeito ao ensino de calculo, a ldgica matemdtica geralmente ndo recebe grande
destaque. No entanto, a presenca do estudo de fun¢des modulares na defini¢dao de limites e o
uso da desigualdade triangular no limite trigonométrico fundamental mostram que a logica,
ainda que nao seja o foco principal, desempenha um papel importante no calculo. Felizmente
ao desfecho do curso de licenciatura, quando retornamos para revisar um material no qual
tivemos dificuldades anteriormente, com intuito de construir o material aqui apresentado,
quase que sem perceber, apos refletirmos sobre o que realmente significa entender
matematica e adquirir certas concepcdes que antes eram quase que impossiveis de se
entender, nos questionamos como tal conteido que agora parece ser simples ja nos trouxe
tantas dificuldades e como nos portamos ao sermos abordados com questionamentos

similares quando estivermos desempenhando o papel de professor.
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